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Vorworl. zur zweiten Auflage. 


Die none Auflage unterscheidet sich von der ersten durch eino 
zusammenhangende Darstellung der allgemeinen Tlieoric der 
Integralgloiohungen mit Hyniinetrischom Kern, die in der ersteri 
Auflage stiiokwoiso und gelegentJich, wie sio gerade golvrauoht 
wurde, bei don einzelnon Aufgaben ontwiokolt war. Sod aim 1st 
ein Absclmitt iiber die tunktioncmtheoretisehen Methoden hinzu- 
gekommon, die in einer neuen Darstellung der Verallgemeine- 
rungen des Fouriersehen Integrals gipfeln. 

Die wissonschaftliche Arbeit des vergangenen Jahrzehnts babe 
ich gepriift und, soweit sie in den Itahmen des Works palSto, be- 
rilcksicbtigt. Audi babe ich mein sacbliches und geschichtliehes 
Ur toil iiber manche boim Ersoheinen der ersten Auflage schon 
vorliogendo Arbeiten geiindcrt und aus ilmen roiehliehor gesehdpft 
als damals. 

Wesentliche Forderung verdanke ieh wie hoi der ersten Auf¬ 
lage der Mitarboit moiner Schiilor, iiber die ich in den Anmer- 
kungen borichte. Mdge donn aueh die neue Auflage wie die orsto 
Uesor und Freunde linden, die nieht nui' fortige Shtze suehen, 
sondorn sich anregen lassen zur Wciterarbeit an clem unorschdpf- 
iichen Vorrat mannigfaltiger und doeb dor allgemeinen Thoorie 
zuganglieher Aufgaben, die tinner (logenstaud darbietot. 

Breslau, im September 1922. 

Adolf Knewr. 
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Erster Abschnitt. 


Integralgleichungen und lineare Warmeleitung. 


§i- 

Warmeleitung und Warmequellen. 


1st n die Temperatur oines geraden Stabes von der Lange 

Kins, der einer Umgebung von der Temperatur Null eingebettet 

ist; bedeutot ferner x den Abstand von oinem seiner Endpunkte, 

t die in einer gewissen Einbeit gemessene Zeit und b eine Kon- 

stante, so gilt die Gleichung 

0 u d 2 u 7 

b 2 u. 


dt 


dx 2 


und der Kali b = 0 bcdoutet, dab keine Warm© seitlicli aus- 
gestralilt wird. Diese Gleichung beruht auf den Annahmen, dab 
die seitliche Strahlung der Temperaturdifferenz proportional ist, 
und dab der Warmefiub liings des Stabes, d. h. die in dor Zeit- 
einheit durch den Querschnitt in der Kiclitung waclisender x durch- 
trotende Warrnemenge der Grobe — du/dx proportional ist, von 
der sio sich nur um einen positiven, durch das Material des Stakes 
bestimmten Faktor unterscheidet. 

Ist die Grobe du/dx an der Stolle a? = | stetig, so kann 
man dies durch die Gleichungen 

d n j s '""° _ ^ d n j *~" () _ 8 u 6 1 ‘ 0 

()x\ «.}.(, ’ '() X i ' '() X 

ausdriieken, indem man die an das Suhstitutionszoiohen geheiteten 
Symbol© g — 0, £ -b 0 win gewbhnlich dahin deutet, dab die uu- 
abhangige Variable von union odor oben her gegon den Wert £ 
konvergiert. Physikalisoh bedeutot dies© Gleichung, dab von der 
Seit© her, sagen wir von links her, ehensoviol Warm© in 

don Querschnitt x =r £ heroinstrbmt, wio naeh rechts abstromt. 
Soli (labor an der Stolle x = £ eino Wiirmequello liegen, d. h. 
soli im ganzen aus dem Querschnitt x — £ eine Warrnemenge 

Knt'Mor, Int<*gralgki<dmngtm. 2. Aufl. X 



Erato Abachniit. 


§ I. 


ausstromen, die die einstriimende urn einen konstanten Hetrag 
iibertrifft, so muJJ eine Grleichung von der Form 


Zn 

ox 


J+o 


0 u 

'dx 


+ const. 


1, 


gelten, speziell etwa die Gleiolumg 

0«j*- n _ 

0 X e I 0 

die eine Warmetiuello von dor Krgiobigkoit Finn deiinioron lmige, 
indem wir die links stoliendo GroBo allgemoin nls Krgiebigkeit 
bozeicbnen wollcn. 

Die Warmebewegung nun, die durch Quellen tmd einen be- 
liebig angenommenen AnfangHzustand horvorgerufen wird, ist erst, 
bestimmt, wenn iiber die Art dcs AusIIuhsoh dor Wiirme huh den 
Enden des Stabes Bostimmtes vorausgesctzt wird. Indem das 
Substitutionszeicben auf die Variable x bezogen wird und <lurch 
h und H positive Konstanto bezeichnot werdon, kiinnen die wieh- 
tigsten Falle in folgendor Weiso gokennzeiehnet werdon: 

(A) W 10 =r « | 1 = 0. 

(B) 

(C) 

(D) 


U |° : 
|0 

u 


du 

dx 

si"''” 


0, 

du\ l 

dx\ 

0, 


du 

dx 


d n 

dx 


CL 


II h] 


Die pliysikalischo Bodeutung dioHor Gloiohungon liogt auf 
der Hand: die Endon dew S tabes wonlon auf dor foston Tumpo- 
ratur Null gelialten odor adialhennan btult^oki odor humon Wnnuo 
ausstrahlen. 

Speziell werde angenommen, die Wilrmovertoilung mu Htationar, 

u also yon t unabhangig, und an dor Stella x — £ liege eine Quelle 

von der Ergiebigkoit Kins. Daim hat man zur BeHtimnumg dor 

Temperatur w die Gloichungtm 

d'hv lt . M dw 

— h 2 w — 0, . :;■- I 

d d x * j. i» 

und eine der Randbedingungen (A), ...(D) zu orfiillou, in deneit 
u durch w zu ersetzen ist 

Diese Aufgabe ist in alien Fallon leicht zu lemon. Dio (Jrblle tr 
wird auf den Strecken von x = 0 bis a; = f und von x -- | bin 



§ 1. 


Lineare Warmeleitung. 


x == 1 versckiedene analytische Ausdriicke darbieten, im Punkte 
x = | aber einen eindeutig bestimmten Wert haben und stetig 
sein. Nimmt man z. B. den Fall (A), so geht man davon aus, 
dafi die an einer der Stellen x — 0 und x = l verschwindenden 
Integral© der Gleiclmng 

(l) ^!-«.,» = o 

V J (l X* 

in der Form 

const, ©in b a?, const. Sin b (1 — x) 

dargestollt warden konnen, wobei die gewdhnlichen Zeichen 

e u — e~ n ie P e u + e~ u 
2 , bofnrr, ^ • 

eingefuhrt sein mogen. Sollon nun jene beiden Ausdriicke an 
dor Stelle £ dieselben Werte haben, so miissen sic die Form 
const. Sin & (1 — £) Sin h x, const, ©in b (1 — x) Sin b £ 
mit derselben Konstanten haben. Setzt man jetzt die Gleichung 


d w 

dx 


0 


•? 

* + o 


1 


an, so findet man fiir x «< £ 

Sin b (1 — £) ©in b x 
w — \ . — , 

b tout b 

fiir x >' £ dagegen 

Sin ft (l — x) ©in />£ 
ft tout ft 

Im Fallo ft - 0 erhiilt man epeziell die Gloichungen 

w — x(l— £), x 

w — i (l — a), X > £. 

Beide Ausdriicke te, der allgemeine wie der spezielle, sind in 
x und £ olTonbar symmetriseh. 

Logon wir Corner die Randbedingung (G) zugrunde, so 1st 
davon auszugehen, dab 

Foj b *r, Rof b (l — x) 

die Integrale der (Jleichung (1) sind, dereu Ableitungen an einer 
der Stellen x : ™ 0 und x * 1 verschwinden; daraus folgt leicht 

Foj b (1 — £).Rof bx 
ft Sin b ’ 

(* 0 tft(l_ x ).(f 0 jAg ^ 

ft ©in ft ’ 

l* 


w - . 


•*' < £> 
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Erstor ASseliniU. 


Hier niclit olmo weitores b 0 gusotzt wenlen. Daa 

entspricht der Tatsacho, dali im Fallo (0) boido Kndtni don St alios 
adiatherman bedeckt sind, ciuo Quelle also koim-n Htaiioniiren 
Warmezusta-nd ergeben kann, wenn keine VViirmo Boitlieh uuh- 
gestrablfc wird. Wold aber gilt die (lloichung 



bezeiclmet man den hiordurch liings des ganzon Staboa delinierten 
Ausdruck dnrch to, so findot man leicht 

7 — i - i * a t n I t 1 

a* iv 


dx 2 


1, 


d w 
dx 


o 


s* 

% + 0 


= 1, 


(/ (V , 

dx 


d w 
d x 


0, J iv d x 


0. 


Auch dies© Grofie ist physikaliseh loicht m dmiion, Hieht 
man — w als Tomporatur an, bo ist die in clan Element dx dureh 
Leitung ointretendc Warmemenge der (JriiBo 
dw\ x ^' Ix d*w . 

dx la; d 1 u ' 

proportional; wenn daber in diesom Element noch eino rait d x 
proportionale Warmemenge ©twa als JoulGwcho Wiirme aines 
galvanischen Stromes erzexigt wird, unci die ITopoHionaliliits- 
faktoren angemessen gewahlt warden, so folgt 


d*w 
(l x 2 


rf.r-1 dx 


d. h. die eintrotendon Warmomongen, die, von Leitung und Strum 
herriikron, habcn die algobraiseho Summit Null; die Temporal ur 
jeder Stello ist von der Zeit unabhiingig. Man kann also - ir 
als stationare Tomporatur bei der Gronzbedingung (0) botrnehton, 
wenn eine negative Quelle wirkt und auberdem liberal I eine kon- 
stante Warmemenge etwa dnrch omen Strom erzmigt wird, 

Wir bezcichnon den Fall (C) boi der Annahme h u als 
den ausgearteten, da or analytiseh wie physikaliseh den anderen 
Fallen gegeniiber als Ausnahme erseheint, die stein boHondrrs zu 
mtersxichen ist. 

Bei den Randbedingungen (B) und (I)) besohranken wir mm 
den Fall b — 0 und erhalten bei ©rstorar 


W =r X, -X < I; to ~r. £, X ”j> 


fc. 

V** 
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§ 2 . 

bei letzterer 

to 

to 

§ 2 . 

Hilfssatz aus der Integralrechnung. QuellenmaJBig dargestellte 

Funktionen. 

Die Symmetric der erbaltonon Ausdriicko beziiglicli dor bei- 
den Argumente x und £ ist kein Zufall. IIm sie als notwondig 
einzusoben, boginnen wir nut einem oinlaehen Lemma allgemeinen 
Charakters aus der Intcgralreehnung. 

Ist die Funktion fx an dor Stella £ so unstetig, daC die ^ 
(Jrenzworte /(£ + 0) und /*(£ — ()) ondlich und bestimmt wind, 1 
wahrcnd die Ableitung fx an der Stella £ stetig bloibt, so gilt & 
die gewdhnliclie Grundgleicbung der Integralrochnung 

h 

fh — fa r~ j f r. (i x 

mil*, solange, die Streeke von a bis h die Stella £ nicht enthalt. 

1st dies der Fall und ist £ die einzige Unstetigkeitsstello zwisehen 
a und />, so zerlege man das Integrationsintervnll durch den 

Wert £ in zwoi Teilo. I)ann gilt zuniiahst die Gleiehung 

© 

s 

/'£ • fd • J f'x.dx. 

a f 

in dam Sitme, daB fiir f £ dor Wert genommen wird, gegen dan 
fx konvergiert, warn man x vom Innorn das Integrationsinter- 
valls das leizten Integrals gegen £ heranriieken liiBi, also genaner 

/'a- 0) /a j l'.r.,l.r. 

«( 

Fbanso lindet man 

h 

n* as i j 

also aueh 

u 

fh~~fa f(t [ I.) ../(t.u) j' /V. tlx 


(i+^ )(i+i/[i-n) 

h + JI + hJI ’ ^ S: 

(l+7*|)(H-JZ[l-_*J) 

h + JL + hll '» ^ b ' 
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Krrtter Abaci) nit t. 


oder j fx.dx = fx ! + /V — /V 1 /V 

J i a ■ s* H ; * <> 

Wir wenden dies© Formal auf eine der in § 1 horgestellton 
Grofien iv an, die wir, urn die Abhangigkeit von dor l hiHtotigkeits- 
stelle vor Augen zu haben, durch K(j\ £) und ala Gmonadic 
Fnnktion bezeichnon wollen; it'(x, |), £) scion dio Ab- 

leitungen nach dem erston Argument. Pann hat man dio Gloirhung 

(1) £"(*,«)--A*A>, j|) - d, 

nnd wenn A r (x, //) cino Greenseho Fnnktion mit muloivr Fu» 
stetigkeitsstelle bedeutet, dio dieaolben Grenzbedingungon erfiillt, 

( 2 ) R"(frr l )-b*K(x,>i)^i). 

Bei der soeben eingefuhrten Voraussetzung veraehwindot dor 
Ausdruck 

M = T (*, t) A>, v ) - K(x, I) K f (x, >i) 
an den Grenzen x — 0 und x — 1, und gelten die Gloiohungon 

K'(x % n) " I- 

1 ^ 0 0 I f} +* 0 

Nun ergibt sich aus den Gleichungen (l) und (2), indum 
man die erste mit i5C (as, ij), die zweite mit K(x, |) multipliziert, 

K" (*, I) £(*, 12) - X" (*, ,) *(*, *) = 0, 

und die linke Seite ist die offenbar stotige Ableitung dew an don 
Stellen | und tj unstetigen Ausdruoks M. Das soubfit bnwiosono 
Lemma ergibt also 

1 

0 = f \K" (x, £) K(x, >i) K" >,) K (.r, ;) | d < 


------ M r M h M 

0 $ | 0 ,, } 0 

oder, da, wie bomerkt, dio Gleichungen 

A/;" fl/jl v. 0 

gelten, 

U-o ! ( o 

A1 : + 31 " t), 

k+o //1 ii 

K(£, V) — A'(» 2 , $) • 0 . 

Dasselbe Itesultat ergibt Bich auch im auHgoartotou Falto, 
& den » - K( r , £) 





Lin ear e Warmeleitung. 


7 


§ 2. 


gesetzt wird, aus den dann geltenden Gleichungen 

i 

K" (x, £) — 1 = 0, J K(x, I) dx = 0. 

0 

Eine weitere Eigenschaft der Greenscben Funktionen K 
zeigt sich an der GroJJe 

i 

Fx — j K(x, a)fct.da, 

o 

in der miter fa eine Funktion yerstanden werde, die anf der 
Streoko von 0 bis 1 gowisse Stetigkeitseigonschaften besitzt. Urn 
diese bcqucm formulieren zu konnen, wollen wir fx atif einem 
gewissen Gcbiet, ctwa der Strecke von x = 0 bis x — l stuck- 
woise stotig nennen, worm diose Strecke durch eine endiiche 
Anzahl von Teilpunkten in Teilstrecken zerlogt wird, innerbalb 
deren die Groilo fx atetig ist, wahrond sie einem endlichen 
Gronzwert zustrebt, wenn man sich von einer beliebig gewiihlten 
Soite her einem der Teilpunkte annahert 

Die stiickweise stetigen Funktionen durften die allgemeinsten 
unstetigen Funktionen einer Variablen sein, die in den Anwen- 
dungen vorkommen. 

Wenn nun fa auf der Strecke von a — 0 bis a — 1 stuck- 
weiso stotig ist, so gilt die Gleichung 

i 

F'x — J K f (.r, a) fa .da, 
o 

wio man erkennt, wenn man Fx aus Integraleu zusammensetzt 
in deren Intervallen der Integrand und seine ersten Ableitungen 
stotig sind. Schreibt man diese Gleichung in dor Form 

if I 

b'x — [ K ( (*r, a) fa.da | [ K f a) fa .da, 

U J' 

so orgibt sicli aus ihr fur eine Ktolle, an dor die Funktion fx 
stotig ist, 

b' N x ~ j K if (r, a) fa . da -}•- A"' (,r, x — 0) fx 

u 

l 

f J K" (.r, «) fa. d a — A" (./•, x f 0) fx , 
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§ *j. 

oder mit Riicksicht auf dio Differentialgleicliung, tier die (i rofSc K 
unterworfen ist, 

1 

F"x — ¥ [ K(%, a) fee. d a -|-1 K f (x, x — 0) — A v ( j\ x | 0) fx 
( s ) o 

= b*Fx + \K'fax-Q)-K'(x,x }-())|/.r. 

An den Unstetigkeitsstellcm you fx bltubo dio Grolie l <n undefmiort. 

Nun hat dor Kern K(x, a) in alien Fallen den § l die Form 
cpx.xjja oder jo naohdom x * „ a odor x “> a angenommon 

wird, und cpx, fx sind auf der Stroeko von x - o bin x 1 
mit iliren Ahleitungen stetige Funktionen von x\ also gotten 
entsprechend dem Grbflenvcrhaltnis der Werte x und a die Be- 
ziehungen 

K f (.r, u) — <p'x. fa ) x *.„ «, 

K f (x, a) ~ */>'&, ,r «, 

und hieraus ergibt sioh 

IiT'(,r, a‘ — 0) -lim Zv'fVr, .r — i ) * lim (jx.f'lx -. H ■ " (px.Fx f 

‘ ”1* o #• | 0 

iT'(#+'0, a) --= lim A'(# + a?) ■--? lim t) y'x.tl'x; 

a ~ 4" 0 $i 4“ 0 

somit folgt 

K' (^, a — 0) — A' (# + 0, %), 

und ebenso 

IF (a-, x + 0) = K f (x — 0, a;), 

was natiirlick auch aus dou oxpliziten in § l gegobmirn Aus- 
driicken von K verifiziert werdon kann. Die Gleiclnmg (:;) ergibt 
also an jeder Stetigkeitsstollo dm- Ftmldion fx 

F"x — b*Fx . fx^IF^x ■ - 0, x) K'(x | 0, a) | /V, 

und dasselbe Resultat ergibt sioh auch, wonn man K(x % £) ir 
setzt, so daB K n = 1, b -- 0, unter dor Voraussetzung 

i 

J frt.da -- Cl 

o 

Der Ausdruck Fx kann offenbar aln die Toinporntur gedoutet 
werden, die erzielt wird, wenn die gauze Ktroeke von 0 bin 1 mit 
Quellen von der Ergiebigkeit fx belegt wird, dorem jede eiiten 

stationaren Zustand hervorruft. Kami eitio Funk! ton von x in 
die Form Fx gebracht werden, so sagen wir, sio set quell on- 
maBig dargestellt oder auch kurz quellenmiiBig* Sit* orfiillt 
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2. 


dann offenbar dieselben Gr euzbedingungen wie die Funktion 
K{x , §), mit der sie gebildet ist, xmd bat stetige Ableitungen 
erster mid stiickweise stotige zweiter Ordmmg, da fx stiickweise 
stetig sem soil. 

Umgekehrt laBt sich eine stetige Funktion 0x, die cine 
stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitung besitzt und 
die Grenzbedingungen der GrbBe K(x, |) erfiillt, quellenmaCig 
darstellen; im ausgearteten Fallo K == w ist die Bedingung 

i 

(4) j 0 a . d a — 0 

0 

lunzuzufiigen. 

Sohon wir yon diesem Fall, zuniichst nb, so ist die Grolie 

fx — 0"x~[ 

stiickweise stetig. Multi pliziert man sic mit K(j\ £) und addiert 
sie zu beidon Seiten der mit 0x multipliziertcn Gloicbung (1), 
so ergibt sieb 

0 x . K" fa g) — 0" X. K (a, g) =-= K (rr, g) />, 

J*. | <Px.K' (,r, £) _ . K(.r, £)| K(.r, £)/>. 


Inte^ricrt man mid 
mmg, ho folgl, 

|d>,r. £) 

(• r >) 


bonut.zt, daw obigo Lemma dm- lulegralrecli- 

~0'.r. A'(.r, S>|l' j </>.r. A w (•»•,£) ' 

|0 i 1 t. 

1 

= J A'(.r, &)f‘x.<lx. 

0 


Das erste Glied der iinken Suite versohwindet abor, da die Fnnk- 
tion 0x diesejlben Grenzbedingungen wie die G reenscdie Funktion 
erfiillen soil; Komit ergibt sieh 

! 

</>£ .| /v'(£<>, £) ■ - A"'(£ | o, £)| - <l>$ j K (.»•, £) fx. tl.r, 


d. h. die Funktion 0 erscheint quellennuiBig dargestellt. 

Im ausgearteten Falle ist die Gleirhung (l) (lurch die 

(WmnK » 

zu ersetzen; das in der Gleiehung (5) hierdureh erscheiuendo 
(Hied verschwindet bei der Vomusfletzung (4), und man erhalt 
dasselbe Besultat wie vorher. 
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Hrnler AWlmitt. 


§ 8. 

Obergang zu den Integralgleichungen und cinfachste 
Eigenschaften derselben. 

Nach diesen Vorbereitungen nehtnen wir das Emblem dor 
linearen Warmeleitung wieder auf und smc.lion demgemiilJ Bosungen 
der Gleichungen g n ga M 

dt ~ »#* ~ l>J "' 

die einer der Grenzbedingungon (A), -..(I*) dew jj 1 unterworfen 
sind. I)azu fuhrt der klassiseho Ansatz von Daniel Bernoulli 


m — T.giy, 

in welchem T von t allein abhiingt. Man timlet sofort 


l (IT 
T dt 


1 n 
<p \d ;<' a 





und beide Seiten dieser Gleichung musson, da nm von vornchio- 
denen unabhangigen Variablen abhangen, derselben Koustanten 
gleich sein, die wir otwa dutch * p - bomrhmm wollon. 
Dann ergibt sich weiter 


0) 


T— 
d a qp 


dx s 


+ f* 9> = 0, 


und die Grofie qp muB dieselben (irenzbedingungen wie n n - 
fiillen. Sehen wir von dem Fallo --- 0 ab, der ofTenbur, da </> 
stetig ist, zu dem trivialon Ergobnisse g> - eon.sl. fiihrt, ho fulgt 
aus der Bedingung (0) 


1 

J <p dx 
0 


I dtp 1 
H dx u 


wenn daher die Funktion 9 mit ihran erst on bunion Ahleitungon 
stetig ist, so kann sie nacli § 2 in alien Fallen, auch dem huh- 
gearteten, quelleniniiliig dargentollt warden mittelH dor m dor }«•- 
treffenden Grenzbedingung gehiirigon (iroenschan Funktion, otwa 
in der Form x 

( 2 ) 9 rr = J A" (/, a) fa . d a. 

i) 


Hieraus folgt nach § 2 
d a tp 
dx % 


b*<px 
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§ 8. 


kombiniert man dies Itesultat mit dor Gleichung (1), so or- 
gibt sick 

fx — (h s -j- (i)q)x, 

und aus der quellenmaBigen Darstellung (2) folgt die Bezieliung 

1 

cp x — X j K(?c, a) cp a. d cc, 

0 

l = b % -f- ft 

z\x setzen ist, unci die wir als homogene Integralgloichung 
mit der Unbekannten cp bezeichnen. Die Greonseho Funktion 
K(r, a) hoifit der Kern der Intogralgleiohung, jede stetige 
Lbsung cpx eine Eigenfunktion des Korns und die Konstante A, 
deren Wert zunaohst imbekannt ist, dor zugehbrige Rigenwort. 

Die durchgefiihrte Argumentation zeigt, da(J, abgesehen von 
dem Falle <p — const., jede der gesuchten Funktionon <p eine 
Losung der Integralgleichung (8) ist Aber auch das Umgekehrto 
gilt. Denn zunachst erfiillt jede Eigenfunktion dieselben Grenz- 
bedingungen wie dor Kern, was, wenn dieser an einem Endo des 
Stakes versehwindet, unmittolbar orsichtlich ist. Dali dasselbe 
auch fur die andorcn Gronzbedingungon gilt, zeigt die Gleichung 

X l 

<// x l | (a 1 , a) (p a.da~\~X ^ j K (x, a) qi a . d a 

0 . X 

1 

r= X | K f (#, a) <p a . d a -f- X [ K (;r, % — {)) — K (.*•, x -f 0) ] cp x 
o 
1 

■~t l j K' (x, k) q> a, d a. 


( 3 ) 

in der 


hit Kallft ((’.), h 0 hat man aulierdem die (iUde.hung 

i 

j* K (*/', a) da — 0, 

u 

also auch fiir jede Kigonfunktion 

i 

[ q a. da 0. 

0 
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KthUt Almclmitt, 


§ H. 


Sodium ergibt die Integralgloiehung (:i), indent man ihre 
reclite Seite mit dev (JrdiJo Fx doe $ ‘2 blent ifizierl, 


oder 


d'^cp 
dx 2 


b*<px 


d- (ji 
i/-r* 


X (p x 
M' 


(.« 


0, 


//J H •' 


womit das Hohauptoto bewieHon ini. 

Um dio Verbindung zwisohon dom Kaudwert problem and dor 
Intogralgleichung als fruchtbar m orkonnen, goniigt oh, oblige 
dor einfachstcn EigenHchaften dor Intcgralgleiolmngon nut sdetigein, 
symTnetrischem Korn zu entwiekoln. 

Ks seion etwa <p m , cp n zwui zti den versohiedeuon Eigen- 
worton l m and l n gehbrigo Eigenfuuktionen, dio wir normiorl 
amiehxnon kbimen, d. In so bostimmt, dall dio (Ueiehung 


J(f/i a)' 1 <let 1 

u 

gilt. Das ist moglich, da jede Kigonfuuktion, mit oiuer Korn 
stanten multiplizicrt, Eigonfunktion bleibt Darin golteu dio 
Gleichungen 

X t 

cpm% = l m j K (#, a) <p m a. d a, <p n x — l H j K (j\ a) </ „a . // <■. 

0 n« 

Um don allgemeinon Oharakter dm- an dir Irfzl.m divi 
Gleicliungen zu knupfenden Kolgenmgen horror!rofon zu lasNon, 
wollen wir sio in dor unbestmimleii Form 

f (<p «)- da — 1, (p nl x l m I K ( i\ a) ty, tl a , (I « y 

(4) J , 

(p n x --- A„ j K (./*, u) </•„ a . i/a 

schreibcn und fostsetznn, dafi das unbeHtimmte liitegralzeiehen 
stets die Integration iibor dasjenige Gebiol bedeufe, dan in dor 
Integralgloichung zugrundn golegt wird und nh Grundgebiet 
bezeichnet werdo. In don lusher hehaudelteu Fallen ist dun 
Gmndgebiet die Streeko von x o Ins x * L X ii*ht * IdmErl 
aber, das Grundgebiot aiudi nudirdinumsuonal zu noimiou, w*»I»oi 
dann x und oc nicht Variable, sondern Stelleu dies**H (iobiots 
bedeuten. 
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§ 3. 

Multiplmert man nnn die zweite der Gleichungen ( 4 ) mit 
X n x, die dritte mit X m <p m x und integriert iiber das Grund¬ 
gebiet, so ergibt sicli 

X n J q) n x ,(p m x.(l% — X n X m ^dx. (p n x . j* K (#, a) cp m a.dcc, 

X m J (p m x. (p n X'dx — X m X n j (l x. q) m %. j K (%, a) (p n a.da. 

Da ferner die Funktionen K und 9 0 im Grundgebiet stotig sind, 
kann man auf der roeliten Soite dioser Gleichungen die Inte- 
grationen vortauschon, und erkeimt so, daJB die rechts stehenden 
Grotten gleich sind. Daraus folgt sofort 

{X m — X H ) j cp m :r. tp n x . dx — 0, 
und, da X m von X n verschioden ist, 

| <)) m oc . <p n oc.doc — 0 . 

Fine seiche Beziehung zweier Funktionen bezoiolmen wir als 
Orthogonalitiit und sagen demgematt: Zwei zu verschioclenen 
Eigenwerten gehorige Eigenfunktionen sind zuoinander 
orthogonal. 

Ware mm oiner der Eigenwerte komplex, der Kern aber 
reell, so ware olTenbar auch die dem Eigenwert konjugiert ima- 
gimiro Grotto ein Eigemvert, und die zugohdrigo Eigcmfunktion 
zu dor dem erstoren Wert zugohbrigen konjugiert. Boido Eigen¬ 
funktionen wiiren ferner, woil zu verschiedenen Eigenwerten ge- 
hdre.nd, zuoinander orthogonal; es verschwande also das Integral 
des Produktes zweier konjugiert imaginarer GroBen, was unmog- 
lich ist. Dio Eigenwerte einos roollen symmetrischon 
Kerns sind also reell. 

Aus den erhaltenen Slltzen gowinnt man die Iloffmmg, eino 
willkurliehe Etmkiion auf dem Grundgebiet nach den Eigen¬ 
funktionen entwiekeln zu kdnnen, wenn diese in unendlicher An- 
zahl vorhanden siml. Bonn maclit man den Ansatz 

1,0© 

f :z ^ n tyh » 

n 

und integriert, nachdem man mit <p m x multipliziert hat, glied- 
weise, ho findet man fur den Fall, dali die Eigenfunktionen alle 
zu verschiedenen Eigenwerten gehdren, 

J / (4 . (A . (/ GC ji m J (cp nj 0t )~ (I GC /!»<* 
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Knit or AhncJinitt. 


Eine mit diesen Koeffizienton gobildoto Kniwioklnng hciUe 
eine Fouviersche im wciteren Hinno tics Wort oh. l>io orlialtone 
Iteihe wild boson tiers einfach, wenn man 

/'a; ■= A'(x, //) 


setzt. Dann findet man niLmlieh 

A a ] K(a, !i)(i>„k.<Ik 


<Pn!l 


nnd die Fourierseho Kntwioklung de« Korun nimmt fulgonde 


Geatalt an: 



Diese Gloicbung wollen wir hIh bill no arc For mol, ihre 
rechte Soite als bilinoaro Iteihe bozeidmou. Sio int natiir- 
lich ebenaowenig bewieaen, wio die Fouriornehu Kntwioklung 
von fx. Aber eins iat sehon hior zu uboraehon. Gilt die bilinoaro 
Formel nnd konvergiert die bilinoaro Iteihe gleiehmiiOig odor wogur 
gleiclimaliig und absolut, so kann mit einor beliobigen Htotigon 
Funktion fa die Gleicbung 


^K(x,a)fa.da — ^ ~~ j f<x.<p n a.da 


angesetzt werden, und die Integralgleichung orgibt, 

| Fa. <p„a. da = | cp n a.da J A'(a, ft) f ft. d ft 

= \fft-<1 ft [&(«> ft) «•da 
= l n j<Pnft-fft-<tft- 

Die Koeffizienten in der Kntwioklung von F>r Hind aim* nnoli 
der Fourierschen Regel gebildot, und m i«t untor finer dvr 
ausgesprochenen Voraussetzungen botrofftt dor bilmouron Forntol 
bewiesen, dafi jede quellenmaUig darntollharo Kunkf inn 
in eine gleichmaBig oder gleiehmiUiig und hIihuI ul knn- 
vergente Fourierseho Iieihe ontwiokolt wordon k aim. 

Dasselbe gilt also nach §2 von jeder dim (trrnzlHHlingungtm 
unterworfenen Funktion, die cine sfcetige entto und ntuokweiw* 
stetige zweite Abloitung besitzt 
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§ 4 . 


Die hiermit angebahnte Entwicklung einer willkurlichen 
Funktion wird auch beim Problem der Warmeleitung erfordert. 
Man bildet eine Losung von der Form 

n 

und sucbt sie in einem gegebenen Anfangszustand anzupassen, d. b. 
die GroJBen A n so zu bestimmen, daJB man zur Zeit t = 0 eine 
gegebene Funktion fx erlialt. Das leistet die Gleichung 

f x — 2 (pnX ■ 

n 


0) 


8 ‘I- 

Anwendung auf gewohnliche Fouriersche Reihen. 

Die durchgefiihrten allgemeinen Botrachtungen wenden wir 
auf die drei Grenzbedingungen (A), (B), (C) an, indem wir b — () 
setzen. 

Im Falle (A) ist der Kern nach § 1 durch die Gleicbungen 

A'(.r, £)==£( 1—.c), x>£ 

dofiniert, und die Figonfunktionen sind die an den Stellen x 0 
und x — 1 versehwindenden Losungen der Gleichung 

<l*(p , n 

( iv* + P<P 

also die G rollon 

const, sin nitx, 

in donon n eine positive gauze Zahl ist, odor, wenn man normiert, 
(p n x ~ |/ 2 sin n it x ; 

der zugehdrigo Eigenwort ist dann nach $ h 

K - p 

und die bilinoare Funnel domnaeh 


2 Bin nirx. sin nit I* 

h ^ 0 ~ jfU 2 j 


(‘ 2 ) 


indem links einer der Werte (1) einzusetzen ist. 

Diese Gleichung liLIlt sich direkt beweisen, indem man von der 
elemontaren Formel 

1 %sl 

1 , ' 


l y n 


sin (h +• |) x 



]6 


KruU'V AlwliniU. 


ausgelit, die man auch auf folgomlo Weiso whmben k;um: 
* • x "" - . — B * n ( M ^ |- sin (h } .]).r. 


-.-j- N 1 oos v:v 


dabei ist die Funktiou <I> ,r mit ihror Ableitung «ti*tig auf joder 
Strecko, die init % = 0 boginnt und nieltt bin an die St idle 
X — 2% boranreicbt. Integriert man nun, so orgibt sidi 


+ 2 


sini'.r fsin(n 1 


(I .i I tp.i- . win (tt I ) (/ . 


(Hi '.aM > r 

j | N in (>| }. 


und das letzte Integral dor rechten Suite winl, win die Gleiehimg 


j <bx. sin (n | *).»■ </-- <P ( os j '' ^ 1 

+ (<rx. tm < H ;'» jr dx 

J » + i 


zeigt, mit wachsenden Werten von n beliebig klein. Roi posiHven 
Werton von %, die kleiner ale 2tc bleiben, erbiilt man duller die 
Gleicbung . 00 


1 sin n x am u 


und wenn x ein beliebiges zwischon den Grenzen o uiitl i! j? go- 
legen.es Intervall durcblauft, das keinon dioHer Werte sol lad tail- 
bait, konvergiert die crbaltono lioiho, win man nun der Funnel ill) 
leicbt ersiebt, gleiehmafiig. Als Wort clo« Integrals auf der reehten 
Seite wird sofort \ % gefunden, indom man x r. n srt/i. 

Aus der erbaltenen Gleicbung ergibt aieh weiter, wmm ,i„ 
und x x beliebige Werte zwischon 0 und 2a hind, iiidmn man 
integriert, 


^ cos n *r 0 — cos nx x «r 


+ 2 




Hier konvergiort die links auftretemb* Ueilie in heliehigen 
Gebieten der Variablon ;r 0 und :r, gleiehmiiliig, i*t also stetige 
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Funktion dieser GroBen; da dasselbe von den iibrigen Gliedern 
gilt, so ist die Gleichung auch rich tig, wenn man x Q = 0 setzt: 
1,00 - 1,00 «, 
v 1 — "V (!OS1,jr i ■— 3r ' r ' __ 

W ZlJ m2 0 A 


<«> Si-2 


cos n j\ 

TT.rj ,Tf 

1/ n 2 

"2 4 

durch 7c - 

— x u indem 

■fft 


cos n x 1 __ 

1 


Acidic; rt man hoide Gleichungon und setzt dann :r, = 0 , ho 
findot man , , , M1 

1 2 V- 1 

n 2 (2 u y> 4 

n n v J 


n' A <» 


womit die Gleichung (4) in die; 1‘olgonde ubergeht: 


^ cos )i :r x 

-—l h ‘1 


J'r irj\ 


dabed wire! vorausgesetzt 

o a', <:, 2 n. 

Setzt man nun eine der Gleichungon 

• r i ~ * (£ -. - r h >'■» • " ” (S f ■>) 

an, indem man unter x und £ echto Itriirhe versteht, deren 
zweiter der grbBoro ist, so sind die fiir r, goltenden Voraus- 
sotzungon orfiillt, und man orhiilt huh dor Gleiohung ((!) 

t,*" - • 

„ X "1 * sin n 7T X Hin HJTt 

-‘~- J n x 

n 

<L h. die zu erweisende (ileiduing (2) unter der Ammhtno x < £. 
Aus dor Symmetric der unendlielien Hoiho folgt weiter, dali fiir 
den Fall % ' ■ £ die rechte Seite dureli .t , j £ zu ersotzen ist, und 
damit ist die bilinoaro Funnel (2) bowiesen. Die biliuearo Iteilio 
konvergiert offenlmr gleidiiniillig und absolut in jedem Intervall 
der Grdfien x und £. 

Hieraus folgt naeh $ dab jedo quellenmiiliig dargestellte 
Funktion, also jede Funktiun, die auf der Strecke vmi .r -- 0 

K n«A«r» 2 Anti, ,, 
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Knit or Abs<*hnitt. 


§ 4 . 


bis x = 1 mitibrer ersten Ableitung stcf.ig int, cine stdiek- 
weise stetige zwoite Abloitung besitzt und an d(>n Knden 
der Strecke verschwindot, auf der boze.ie Itn<*fc<*n St reeky 
in eine gleiebmiibig und absolut konvergente l’ourior- 
sebe Reiho nach den Kigonfunktioncn Hiuwjrx entwirkelt, 
werden kann; d. b. sotzt man an 

1,00 

fx —■ ^ A u | I'l sin ii xx, 


so baben die Koeffizienten die Werto 

x 

A n = j fa .y*2 sin mead a. 
o 

Ebenso leiebt liiBt sick der Fall der (irenzbedingung til) he- 
handeln. Die Eigenfunktionon sind die Liisungen der Uleieluaig 
d*<p 


d x‘ J 


+ P<P — o, 


fiir die die Bodingungen 


(po — 0, 


dtp 1 
dx i 


0 


bestehen; man erhalt offenbar als normiorte Eigenfunktionen 
cp n x = ^2 sin(w — j)«x, »= 1 , 2 ,... 
und als Eigenwerte 

A„ = (n — -)* it' 1 . 

Die bilineare Formel ist daher 


__2_ sin (« — ~) %x sin (« - ') .t i ; 

51* J (ft - 1 )-’ ’ " 1 

0 ) X,! . 

t_ 2 y sin (n — -\)nx sin (n ---• ') ,t£ 

S ~ si* " (•» — .!)“ ’ '• 

Diese Gleichungen kann man leicht. atm den Kurnteln 1 1) 
und (5) ableiten, indem man [cine von der antlereu Miktrahierf, 
dadurcb die Summe 

cos (2 n -.1) x, 

„ ( a « —O 9 

bestimmt und in den Beihcu (7) das I’mlukt tier Stmm dandt 
eine Differenz zweier Cosinus eraetzt. Die erltalten.n U,dh,-n 
konvergieren wiederum in beliebigen Strerken gI.-ieI.n.:tUi« und 
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absolut. Man schliefit hieraus nacb § 3, daJ3 eine stetige Funk- 
tion fx, dio den Bedingungen 

fO = 0, f 1 = 0 

unterliegt und eine stetige erste und stiickweise stetige 
zweite Ableitung besitzt, auf der Strecke von x = 0 bis 
x = 1 in die gleichmabig und absolut konvergente Reihe 

1,00 

fx = 2 G n sin (n — \)%x 


entwickelt werden kann, wobei 

i 

(‘ H 2 J /’« . sin (n — {)na d a. 

o 

Fndlich erschliefit man aus dor Gleiclumg (G) leicht die 
Formeln 


x* 


i 2 


1 + 


2 


1,00 

2 


cos n%x cos 

W* 1 


X <, 


I, 


*» + £» 


* 4- i 


2 

7T' 2 


2 


cosnsrascos n 

, U 2 ' 


X > l 


Das ist aber dio bilincare Formed fiir don ausgearteten Fall. 
Donn dio linko Seito ist nacli § 1 die ztigehorigo Greenseho 
Fimktion A” (:*;,£); die Figonfunktionen sind nacb ^ 3 dio Lbsungen 

d*q> 

d x' x 


dor Gleiclumg 
fiir dio 


+ V>9 


0, 


dtp J 0 
dx I : 


dtp\\ 

d x 


0, 


mit AusschluB 
Gestalt 


dor Konstanten; sio babtrn also normiert dio 


und dio Kigenworto 


y2 cos n ttx, h : • 1, 2, ... 

sind Da fonior die* bilincare Iteiho 

offonbar gloicdmuiUig and absolut konvergiert, so ergeben die 
Siitze dos §3, dali tune Funk lion fx, die dieselben Stetig- 
keitseigonsc.hafton bositzt, wie dio obenso hezeiehnete 
in don Fallon (A) und (B), doron Ableitung an den Stellen 
x • r 0 und x ™ l verschwindot, die former die Gleichung 

i 

| fa.da - 0 


( 8 ) 
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Krster AWhmtt 


$ 5 , 

erfiillt, auf der Btrocke von x -- 0 bis x ■ 1 in din k 1 oidi- 
mafiig und absolut konvergente Reihe 

1 , 0 © 

(9) fx — ^ V n cos n n x 

n 

mit den Koeffizienton 

l 

On - 2 f08 J1 JT«</« 

0 

entwickelt werden kann. 

LiiJSt man die Relation (B) fallen, so hraurht in der Funnel (9) 
nur ein konstantes Glied hinzugefiigt zu werden. 

§ !>• 

Fouriersche Reihen fflr unstetige Funktionen. 

Die erbaltenon Siitzo iiber die Darstullung willkiirlicher 
Funktionen leiston nocli nicht alios, was in den Anwendimgen 
von der Fourier solum Itoihe verlangt wird. I’m allgemeinore 
Resultate zu gewinnen, gehen wir davou aus, dali in jedom dor 
drei beliandelten Fall© die bilineare Formel als Fouriersche Knt- 
wicklung der GroBe if (aj, |) betrachtet werden kann, die an 
der Stelle x — £ einen unstetigen Differentialquotienten anfweiet, 
also nicbt mehr zu den Funktionen gehort, die in don Siit.vn 
des § 4 als entwiokelbar nachgewiesen Bind. Itildct man dahor 
aus beliebig vielen Summanden das Aggrogat 

so erhalt man eine Funktion, deron orsto Ablmtnng an don 
Stellen ... die gegebeuen Bpriingo ... aidweist, deron 

zweite Ableitung stetig ist, und die in eino absolut und glnirh- 
mafiig konvergente Fouriersche Reilus ontwiokolt werden kann. 

Jetzt sei fx irgend eine die Gronzbodingungon orfidb-ndo 
Funktion, deren Ableitung an den Stollon so unstotig 

ist, daB die Gleichungen 

f (Si— °)~ r(£i + 0) — tfj, /'(la- 0) /'(la i "I "a.--. 

bestehen, die im iibrigen aber vou x . o his .< I nlotiir ist, 
wabrend f"x nur stiickweise stetig zu sein brauoht. Dunn hat 
die Difierenz 

— f x - «» K O', ti ) - M, A' (A la) ■ ■ 
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an den Stellen | 15 g a , ... eine stetige erste Ableitung und iiber- 
liaupt eine stiickweise stetige zweite Ableitung; sie ist also quellen- 
maCig darstellbar und gehort zu den Funktionen, die nach § 4 
in eine gleichmaCig konvergente Fouriersche Reihe entwickelt 
werden konnen. Dasselbe gilt daher auch wegen der bilinearen 
Formel von 

fx = ipx + a x K (a:, g,) ~f- « a K(x, | a ) H- 

Entwickelt werden kann also eine Funktion, deron Ableitung 
eine endliche Anzahl von Spriingen xnacht, wahrend im ubrigen die 
in den Satzen des § 4 geltenden Voraussetzungcn bei Bestand bleiben. 

llm aueli Funktionen darzustollen, die selbst unstetig sind 
odor die Grenzbedingungen nichi, orfiillen, gchen wir von folgcn- 
dem allgemeincn Satzo aus. 

Die reelle Variable x werde auf oin fiobiet © beschraukt, 
und in diesom sei die RciUe 

x = V j / 1 > x 

JF 

gleichmabig konvergent. Wenu dann im Gebiet © auch die Reihe 

fx — 2 iC.»' 

%> 

gleichmafiig konvergiert, bo gilt in diesem Gebiet die (Heichung 


Wcnn namlich die Streeke von x 0 bis x x dem Gebiet © an- 
gehort, kann man die Reihe f gliedweise von x 0 bis x x integrieren 
und findet 

*i 

f fx . dx — 23 (U x > — /V-p o) — — ■*>(.; 

dividiert man (lurch x x — x Q und liiBt x x an *r 0 heranriieken, so 
findet man, da fx ntctig ist, sofort die behauptete (Heichung aus 
dem ersten Mittelwertsateo der Integralreohnung. 

Rifferenziert man, urn dienen Sate anzuwenden, die bilineare 
Formel im Falle (A), auf den wir unn beschriinken, gliedweise, 
so erhiilt man die Reihe 

2 sm nng cos n n x . . ! ^ sm n % (x *f g) 

% )t *. 7t " n 

in 

1 sin n 7r (£ — x) 
n ^ u 1 
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Krnt.iT Alwhuitf 


und diese konvorgiert narh § 4 gleirhnniljig, wrnn .> - £ m, er 

einer positivcn, alier Iteliidiig kleinen I'l'en/e liegt, ,/■ ( c da- 
gegen von 2 uni molir als cincii iesten i'.etrng lersrhieden Ideiht. 
Daraus folgt 


( 2 ) 


K' b) 


\ 1 


<nk u .7./• sin a .7: 


sobald x und £ auf der Strn-kr v.ut o Ids I lb-gen, .dine zu- 
sammenzufalk'ii. 

Da nun naoli § it fiir jede Kigenfuiikib.ti die <ileieliung 

I 

I A"'(, n)i) . <iu 

h 

bestoht, so kann die orlmltunu Hrih<\ wir uurh dir aSlgiiftriurra 


* , »* 

V 



k tl 


als Fouriorscho Iteiho brtrachtrt wrrdni, dir man nut tlrr Umik 
K 1 (x, g) aLs Funktion von | hildrl, 1 hr i ilridittfig < 2 ) gibt du¬ 
ller die Fouriersche Kntwicklung mwr 1 unktom you *, din an 
der Stella x nnstetig isi, und «war in d« r \Wiht\ dull, mmn man 
fiir den Augenbliek 

K*( i\ J) : I; 

setzt, die folgende Uleiehung gilt: 

f(.r — 0) — f(<’ ( ii, l, 

Der Wort der erlialtonan Ueilie an .1. r Si .die ; . ist «i t > 

die Gleicbung (1) loicht orkt>uiu*u UUt, 


[f O' <») > f(r 1 1 * 11- 


Setzt man special! x —0, ho erhiilt mim die l.ntui. klung 


1 •{ 


** am ii ;r 


“ V 

Jf II 


und die dargestollto Funktion orfUllt an der Si. 11. a <t die 
Grenzbedingung der Eigenfunktiowm nirht; die i-ilmlt.-i..- i.h-i- 
chung gilt hier offenbar nicht melir. KnUpre.-hend- l.-iM.-t an 
der Grenze f = 1 die Ucihe 

t 2 X'’ < 1 •' «»* »’■* » 
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I)er mit beliebigen Konstanten a,Mn ... gebildete Ausdruck 
Wx = a K f ( 0 , x) — bK f (l,x) — b t K f K f (rj 2 , x) — * •• 

kann daher naoh den Eigenfunktionon sinnitx auf die Fouriorsche 
Weise entwickelt werden und sein Verbal ten an den Grenzon 

x — 0 und x — sowic an gewissen Unstetigkeitsstellen ist 
durch folgende Beziebungen gekennzeichnet: 

WO = a, W 1 = b , W(r in — 0) - W ( Vn + 0) = b n . 

Der Wert der lieih© in einer Unstetigkoitsstella ist wie bei 
fg das arithmetiseho Mittel der von oben und unten her an- 
gestrebten (S renzwerte, d. b. 

Jetzt sei fx cine Kunktion, die an don Ktrllen ... 

unstetig ist, doron orate Ableitung an den Ktollen g a , ... un- 
stetig, im iibrigen aber stotig, und deren zweito Ableitung stilek- 
weise stetig ist; dabei soi 

fO = a, f 1 = b, f(U - 0 )- f(U + 0 ) = fin, ~ ») 

— f(n n + o) = b n . 

Dann ist die DiiTorenz 

Fx ~ fx-— 4'X’ - Wx 

auf der ganzen Slreeke von x -- 0 bis x ; i mit ihrer erston 
Ableitung stetig, ihre zweito Ableitung ist stitekweise stetig und die 
Grenzbodingungen der Kigonfunktionen werden durch Fx erfullt. 
Diese Kunktion ist also naeh §4 auf die Kouriersehe Weise 
entwickelbar. Dasselbo gilt aber ton 4*x und Wx, mitiiin aueh 
von fx; nur an den Grenzen x ™ 0 und x - I versagt die 
Darstellung violleicht, weil dies beim Ausdruck Wx mbglieh ist, 
und an den Unstetiglcoitsstellen liefert die I!eihe wie die fur Wj 
aul’gostellle das arithmetisehe Mitttd der G renzwerte / {x (if 
und f(x • j 0). 

lliermit ist gezeigt, dab Funktionen, die mit ihren erston 
beiden Ableitungen stiie.kwrisr stetig siiid, durch die 
FourierschoSinusreihe dargestellt werdem kbnnen. Kbenso 
wie die benuiztan Heihen A*'(r,g) als Funktionen von konvergieri 
die erhaltene Fouriersehe Ueihe gleichmabig auf jeder Streeke, 
die weder einen FnHtetigkoitsjmnkt der dargestellten Kunktion 
enthalt, noch nine sulcho der Htelleu x 0 und x I, in der 
die dargestellte Kunktion von Null verschioden ist. 
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Krrttt'i* 


§ 6, 

Die Methode, die m dieHom F.t'gobnis gefiihrt hut, ist uffonbar 
allgemeinen (Jharakters und orgiht fiir die snohon d.-tiniorte Kinase 
von Funktionen fx, sofort atiolt, dull nh- iv.h-U .leu (iriilien 
s j n ( w _I)5£j: uiul C 08 HW.»- entwiekelt w.-nl-n kuimeu, w.ihei in 
letzterem Falls dio Bcdingtuig 

t 

j fct.dn 

ti 

aufzustellen odor in dor Kntwioklung «*in Unstant.-* <Uie.l eiti- 
zufiigen ist. 


§ 6. 

Dai Theorem von Hurwli/. 

In alien betraeliteton Fiilh-n ist os bi.ht, eine .|iu*llemuaUig 
darstellbare Funktion n\r m timloti, .In* /u em. r behebigeu auf 
der Strocke von x r- u bin x * l tfotigen 1 nnkii.ui /,<• in wdohor 
Beziohung steht, dab dan Integral 

I 

/i j (j If 

ft 

so klein ist, wk man will. In tkr Tut lumn nmn /u!m<*h*t, ah- 
gesehen vom ausgearteten Falk, kno Futiktum i „ t ktniilruitivn, 
die geometrisch dutch die Ordinate mnm iNihgmi/tw* liiin^tklt 
wird, die ferner die GreMlMKtiuguiigim <kr Kw’nftuikti»»uiMi «*rfnllt 
und der GroBe i 

/) 0 rr? | (fn ^ tip (In 

ft 

einen beliebig kleinen Wort gibt; deuu man luu.n ).< wtrk.’U, .bill 
die Differenz \fa~-%u zwiachon n it timl n 1 unt.-r outer 
vorgeaebriebenon Grenze liegt, abgoaohoti v.m gi’wm.n Toil- 
strecken jenes Intervalla, in deneu die bo/oi.-btiot.* t it..lie /war 
nicht beliebig klein iat, wohl aber miter eiiu r fowl on, nut* dnrob 
die Funktion fa beatimmten Greuze bleibt; .limn mi da*. Integral l>< 
oSenbar beliebig klein. Iat z, B. eine dor Gien/bedingungen 

<pO o, 

so wird aucb t^O = 0 za setzen noiit, die Ihtlerenz v.,« /« 

also auf einer beliebig kleinen, mit tier Stoll*. u |tr|41IlllPiidt?f: 
Strecke nicht beliebig klein earn, &bt*r ttitlw idtirr imivu, durcl 
f 0 bestimmten Grenze liegeu. 
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S <‘>* 


llundet man nun die Ecken des Polygons, dessen llmfang 
die Punkte xnit der Ordinate 4' 0 x enthiilt, in der Weise ab, dafi 
man in den von zwei zusammenstoOenden Seiton gebildeten 
liohlen Winkel einen dies© Soiten beriihrendon Kreisbogen legfc, 
so hat der erhaltene Kurvenzug cine Ordinate die aieh bid 
angemessener Wahl der abrundenden Bogon von 4' 0 x liberal! urn 
weniger als eine vorgeschriebene GroBe unterscbeidet; forner mi 
die erste Ablcitung ty* x stetig, die zweite Ableitung atuekweine 
stetig und die Grenzbedingungen Bind erfiillt. Die Funktion tyx ini 
also nach $ % <iuellonmfil$ig darstellbar und bewirkt, dab der abso- 
lute Wert des Integrals I) unter einer vorgoschrioboncn Grenze liegt 
In deni ausgearteten Falle wollen wir der Funktion fx die 
Bedingung x 

| fa . da “ 0 

o 

auferlegen und die Funktion wie bisher konstrukireii; claim 
ist auch der absolute Wert der Grobe 

i 

yj = J t/* m d a 
0 

beliobig klein und die Funktion iist quellenmaliig dar- 
.stolibar und so b osc,ballon, dab sie, fiir i/>« gesotzt, dom Integral D 
einen boliebig kleinen absoluten Wort gibt. 

Die hiernach in alien Fallon dofiniorto Funktion 4’« kann 
naeli § 4 in oino gleichmaUig konvergento lloilie nach dun Kigen- 
funktionon entwiekelt warden; os gibt daher oino ondlichu Iteihe 
von der Form 

Wx = ft, cpt x + <p % x + • • • + b m <p m x, 

die, fiir ipx gesotzt, das Integral J) ebonfalls so kloin maudit, win 
man will. Dii‘so ist ollcnbar wie i/'x quellonmiiBig darstellbar; 
sot/.t man nilmlic.h 

W.r M.A a <p u x | ... 1- ^,4„t/ w x, 

so findot man sofort, 

I 

Wx J K (;r, m) 0 a , d a. 

ft 

Jetzt multiplizicro man die bilineare Forme 1 

1, «x» . * 

A'(a, ($) ~ V 7 '’""' q>nli 



* 
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Kiit«T V 


mit fa.Sfi und imrh n \ .tnaldm <» | } ; H j 

da die Eigenfunktionnn zuninamlrr hi tin* 'miul and, t>a *tii l » ri j lli | 
wenn m > n, t 

j H,r jf , n t ,tl < u , 


und man erhiilt din (tlnichuug 
11 

J ^ K(a(l)faJ") (f ,df€tl ^ |/ii 'l*r. ,/■ 

o o 

woboi gesetat ist { 


V„ / 


odor 


"*< ( ft* . *i 


2 | fn.Wm.dj _ 

i* ' 

Da ferner oflVnbnr din 

! 

j { *l r a \'hl h / 


V, / 


dmua folgt, dan di« Funktionn, , h ,, n.n.mm in ,l unil ,| 
orthogonal Bind, bo gilt dio (SI.nrhuu-4 


; t 

M J (fa - Wa)*,ln 

n * 


,tn . XX, 


• x- , / 


deren linke Keite untor Finer vu.g.whn. Whoi. j„. . t 

m dor Form 


M ■ J' (/'«)*</« i XX; 1 , -‘X_; ,/!. 


If 


“"SCV-.'»«)* 1 x' . 

* J *,*4 

geschrieben werden kann. Nun gilt nl,,.,- 4u< 

1 

N =J (/“«—«, <p, „ |‘ , ; , ,• , X‘„ n 


^ aU8 d^ 8 ? e :/ rWiillUt011 d., 1 onln,,,, ,, , 

tr r. . .-.- 
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§ 7. 


Sio nimmt aber offenbar ab, wenn man m vergrofiert, niiherfc sick 
also, wenn man m liber alle Gronzon wacbsen lii/Jt, der Null an, 
d. h. es besteht die Gleichimg 

* i i t «i 

f (fayda ^ 

0 '* 

die ein wichtigcs Theorem von Ihmvitz ausspricht. 

In clen Fiillen (A) und (B) hat man zu sotzen 

3 1 

a n — y 2 j* fa . sin nixocd r/, a n — y 2 j* fa. sin (n — ),) it ad a. 

0 o 

Will man im Fa,lie ((-) die Bedingung 

J fa.da * - 0 
o 


wegsckaffon, so brauckt man nur 

i 

c — | fa. da 

o 

and fa —c fur fa m setzon; man erlnilt so die Gleichung 

3 1, ^*i J 

j* [fa — e)' 1 d a - ^ (t;\ , <i n :~z ) 2 j (fa — r) cos )i it a d a 

(I n 0 


odor 


V 2 j fa . (*oh )i n a d a 


J (/<*)*<!( 




t 

S,' 

J fa.du 

t 


u 


\fa.coBU7rada 


Wiirnieleitung im Ringe; Eigenwerte mit mehreren 
zugehfirigen Bigenfunktionen. 

Bei der Warmeleitung in einem Binge, d. h. einem linearen, 
in* sick zuriieklaubmden Loiter, sei *r der kings desselben ge- 
moBseme Abstand von einem fasten Anfangspunkte, i die Lange 
des Binges; dann ist dm Temporatur wie in § H Integral der 
Gleichung u% tt 
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Erster Abschnitt. 


§ 6. 


mit fa. 0(5 und integriere nach beiden Variablen von 0 bis 1 ; 
da die Eigenfunktionen zneinander orthogonal sind, so ist offenbar, 
wenn m >> w, 1 

j @x.<p m oc.dx = 0, 
o 


und naan erhalt die Gleichung 


^K(aP)fu.@p.dad(l = jfa.Va.du == «, 

0 

1 

a, t = \fa.(p ll a.da, 

0 

1 1 , »» 

^fa.Wa. d x — 2 ^ = 0. 


wobei gesetzt ist 
oder 


Da ferner offenbar die Gleichung 

1 1, m 

j(Wa)Hla = S i , 


daraus folgt, daB die Funktionen <p n x normiert und zneinander 
orthogonal sind, so gilt die Gleichung 


If 


t i 1, »n 1, m 

= j (f« — ‘‘Po’.fda = | (foi)*dK + 2 ^ — 2 2 


deren linke Seite unter einer vorgeschriebenen GroJBe liegt und 
in der Form 

1 1, m 3, w 

~ J (A 4 ) 2 d « + 2 ^ 

0 /« M 

1, m * 1, m 

= 2 — ««) 2 + J </«> ^ — s aft 

P o /«■ 

geschrieben werden kann. Nun gilt aber die Identitat 

1 r 1 1 m 

N = \(f<z — <h 9i«- a m (p in u,yda = J(/‘«) 2 d« — 

0 0 . iM 

die aus den soeben erwahnten Eigenschaften der Funktionen 9 ,,® 
folgt; die Grofie M zerfallt also in zwei nicht negative Sum- 
manden, deren einer N ist. Mithin liegt auch diese Grb.Be bei 
geeigneter Wahl der Zahl m unter einer vorgeschriebenen Grenze. 
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Sie nimmt ahor offenbar ah, weim man m vergroBert, niilmrt sick 
also, weim man m liber alio (Ircmztm waehsen liLBt, tier Null an, 
dL h. os besteht die (Heichung 

J 

| (f^)' J da * 

0 » 

(lie ein wiehtiges Theorem von Ilurwitz ausspricht. 

In den Fallen (A) und (B) hat man zu setzen 

t i 

a H — ya j fa.mxnnudu, <t n • y 2 | fu.mn(n — \f)7tuda. 

5 u 

Will man im Falle ((') die Bedingung 

i 

| fa . da ■ - 0 
0 

wegsehaffon, so braucht man nur 

i 

r “ J fa. (I a 

« 

und fiir fa zn ttotzon ; man erhiilfc so die Gleidmng 

t !,. J 

[ (fa -cyuln V[ til i ) 2 j (fa — r) cos nit ad a 

(I n 0 

I 

“ ) f 2 | f m, cos n n a d a 


odor 


1 1 *» 


_ (/«)“</« 


1 

| f« . d « 


ft® 


-MS 


i 

J/*«.cosm it ad a 


§ ”• 

WMrmeleitung im Rlnge; Eigenwerte mit mehreren 
zugehfirigen Elgenfunktionen. 

Hoi der Wiirmtduitung in einem Hinge, d. li. einem linoaren, 
iu-aich zuruddaufondon Loiter, sei x dor litngs desselbon ge- 
inoB»one Abstain! von einom fasten Anfangspunkto, 1 die Liingo 
d(« Hinges; dann ist die Teinperatur wie in § 8 Integral der 
Gloichung p M ., Sf< 


6t 


vx* 


• />* H, 
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und der Umstand, daC zu den Werton x — 0 uml ./• = 1 der- 
selbe Punkt gehort, fordert die Gloichungen 

I" dn " n 

,i dx » 

Setzt man daher wie in § 3 

u = e ~ ll ‘ 1 

so ergibt sich die DifEerontialgloichung 

d <2 w , 

( 1 ) Jrl” 

mit den Grenzbedingungen 

(2) cp = J, =». 

Die samtlichen Losungen dicser Aufgabo sind die KoiMtantu mit 
dem Werte g = 0 und die mit boliebigon Koeftmonten /»„ 
gebildeten Aggregate 

A„ cos 2 wjr.r -f .1„ sin 2 »jr.r, n 1,2 ,..., 
zu denen die Werte ft = 4 n^n' 1 gehoren. 

Diese GroBen erscheinen als Losungen einor Integralgleicliung, 
deren Kern die stationare Temperatur ist, die von einer an der 
Stelle x = i wirkendon Warmequelle berriihrt, wenn gleicUzeitig 
die Warme durch die Oberflacbe des Hinges nach einem lmliebiVm 
Gesetze ausstrablt. Eine solcho Temperatur werde dnreii »■ be- 
zeichnet und durch folgendo Gleic.huugen ehanikterisiorl: 

... d 2 io 1 dir ' thr '" 

( 3 ) •, <$w — 0 , to - , 0 , , 1 1 , 


man findet leiebt auf dor Ktrecke () • , ./• i- 

(•<■ of r: (— x 1 £-..') dtr •••- «i«f( 1 

10 ~ 2«eill‘c ‘ ’ (lx ' 2 3 ill Jr 

und auf der Strecke 1 > x > £ 

_ tfof c (x — £ — i) it w 3iu r (x $ 

2cGillie 1 dx ' 2 cut )> 

Ferner ergeben die Gloichungcm (1), (2), (3): 


1 (g f '" J )lie</(/./• n, 


Oder, wenn 


W = K (./•, £), A :r- g j C’ J * *1 H a ,7 a f 











Liumiro Wiirmoltiituiig. 


§ 7 , 


29 


gesetzt wird: , 

(4) <pz Aj l\ (x,rt)<pa.doc. 

0 

Umgekehrt finclet man, woim 

i 

Ft - | Km) fa.da 

u 

gesetzt wird and foe eino stiiekwoiso stotige Funktion ist, 

1 

(5) F'.r J A''(x, «)/«.(/«, !<"z c »Fx — fx, 

0 

so dall aus der Intogralgleiehung (•!) immor folgt 

op" x (*q>s — kq>jr - . ft <px. 

Dio Uandwertnufgabo (I), (VS) und die Intogralgleiehung (4) habeu 
also atich hior gonau diestslbon Liisungon, uud die zwoito (51ei- 
chung (5) fiihrt wits friUitsr m dtsm Satzo, dab jede Funktion, die 
dio Haiulbedingungen erf 11 lit., oino stetige erste und stiiokweise 
stotige zweite Ableitung bositzt, in der Form Fx, also quellen- 
m&Big dargestellt werden kanu. 

Das Hesondero gogunUbor den frliher behandolten Aufgabeu 
ist hier, dull jodeni Kigenwerte 

A* f . • ! 4 h*»®, 

abgcmolum vom Worto A, , ■ r 3 , zwei zueinander orthogonalo nor- 
mierte Figonfunktionen 

V‘A cos 2 war a;, ^'2tin2nxx 

zugehbren, denen beliobige, mit konstanten Kooffizienton gebildete 
Aggrtsgate aus ihneu boigesellt werden kdnneu; cum Kigenwert 
A, <•» gohdrt als einzigo normierte Eigenfunktion die Kon- 
s tan to 1 . Als bilineare Formal wlirda man also geneigt sein, 
folgtmde (ileie.hung atizusetzen: 

... . t l -v^eoH‘2 wjrxeos'J«jr£ 4 sin 2» xx sin 2 
1 s) - <ia t “2a ,% x 4 w a W 3 

M 1 

1 cos '2 tut {.r — £) 

■ : r *T*2j ) 4»*ZC* ’ 

und dieso (Hoichung beatatigt sich luiobt, wonn man die Funktion 
(«of ax in eino (’osinusreihe entwickelt; man erhillt namlich 


1$ oj a x 


2 a Sin a 


f 1 

| 2 a' 1 


i)»» eosnarx} 
+ 2 h a* + n*it* ( 
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S 7. 


Hieraus erschliefit man nach der Motliode des § r> dio bekaimton 
Satze iiber die Darstellung eincr periodisehen Funktion durcli die 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe, wobei fui* fx dieselbeii Kingula- 
ritaten wie in § 5 zugelassen werden. 

Schreibt man die bilineare Funnel in dor Gestalt. 




1 

e a 


1,00 / 

_ cos 2 nTt (.r 

~ 2 2j 


5 ) 

r a •[ 4 7t*u' 1 ’ 


so kann man auch c — 0 set/.on; dio linko Soiled goht claim z, B., 
wenn ist, in den Ausdruek 


lim 


f gofc(|- 


■±) 


2 c Sin 


_ 1 
‘i 


(*■ 


■x- 




\ 

*J 4 ' 


wenn oj>|, in den Wort 

dh ■:« 

iiber. Bezeichnet man die hiermit dofinierte symmotrisoho Funktion 
von x nnd £ durch Jf(.r ? f), so gilt die (Ueiehung 


rr ( V2 cos 2 w # j; . |/2 cos 2 n % g V 21 sin 2 w2 n rcg 

' 2j 4Jt a n 9 * 

n 

die aucb ana den Formeln des § 4 leicht verifiziert werden k&im. 
Man sieht aus dieser Formel, dafi die Grbilen 


(6) y2co82«3ta:, y28in2na.r, » =» 1, 2, ... 

die beiden zum Eigenwerte 4n a Jr a gehbrigon normiorfen Eigen - 
funktionen des neuen Kerns sind, der seiner,soils dio (iloichungon 

1 

K n (t, I) — 1 — 0, j K («, x) (I a 0 

o 

erfiillt. Mit diesem Kern sind also, iilmlieh wie nnch § :i mil ;e, 
nnr die Funktionen fx quellenmiiBig darstollbar, die dio ohon 
geforderten Eigenscbaften besitken und auBordom die Gloiohung 

1 

(7) J/'a.c/a = 0 

o 

erfiillen. Nach den Eigenfunktionen (<i) sind also niclit hcliebigo 
willkiirliche Funktionen von der beim vorigon Korn geforderton 
Beschaffenbeit zu entwickcln, sondern nur solt-he, dio dio Ulei- 
ebung (7) erfiillen, was naturlioh sofort bewirkt wird, indmi man 
einen konstanten Summanden hinzufiigt. Damit ist wiedertnn dio 
Fouriersche Sinus-Cosinusreihe abgeloitot. 
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Iiitegralglcirfuingan mid SoUwiiitfun^ii linearer 
Massensysteme. 


8 H. 

Integralgleichungen und freie Schwingungen. 

Zu Anwtmdungen der Intogralgleichungen auf (lay (Jebiot dor 
Mechanik fiihron die folgonden Betraebtimgen. 

In einem stetig zusammenhangenden Massensystem von einor 
Dimension sei dx das Massenelement, x die Gesamtmasse des 
Stuokes vom Anfangspunkt Ms zu einem beliebigen Punkte bin. 
Das System sei imstando, um eine Gleichgewichtslage kleine 
Schwingungen, d. h. rein periodiacho Bowegungen von kloiner 
Amplitude aunzulTdimi. Die Bara,meter, die die mbglichen Lagen 
des Systems bezoir.hnen, seien q ln wobei n bier wie fortan ntetn 
cine bestinimte endliehe odor unendliehe Reihe von Zalden 1 , 2 ,... 
repriisontiere; von don Sehwieiigkeiton dos l aiondlioben Rehen wir 
ah, solnngo dio entwirkelten Formedn mu* aln Wegweisor dianen. 
Dio GrdBen <j n Helen fornor ho gewiihlt, dab dom Wertsystem 
(j n -0 dio (UeiedigewiehtBlage entspricht, und dab die Differential- 
gleirhungen der klcdnen Higenstdiwingungen die Gestalt 

'a!? ! sW 

annehmen, wobei k n positive K on stun to Hoitsn. Diene Gleitdiungen 
ergeben nieh als BewegungHgleiehungen naeh der Kegel von 
Lagrange, wenn die lebendige Kraft den Systems in der Form 


T 


die potentielle Kitergie in der 


^ /'</'/„y 
j V tit /’ 


yv 

Form 


V 


1 


V A. 


'll 


angenetzi wird. 
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§ H. 


Bei kleinen Schwingungen um die Luge 7 ,, ■ 0 kann die 

Verriicktuig jedes Massenpunktes aus seiner Gleiohgewirbtslage, 
die wir durch u bezeichnen, als lineare Punktion der G rollon q H 
angesohen werden; sie sei etwa 

n 


und sei in jedem Massenoloment nur in oilier bostimmton Iiieh- 
tung nnd der ihr eutgegongesotzton mbglich. 

Dann gilt fiir dio lobendigo Kraft aucb der Ausdruek: 



v 


<1 'In 

(It 



d .)■, 


in dem das Integralzoicben wio fortan stets die Integration iiber 
das ganze Massensystem bozeiobne. Vorgloicbt man die beideu 
Ausdriicke von T, so orgeben sich sofort dio Beziehungen 


j (fnX^dx = 1 , j • • 0 (m > 1 ). 

Auf das betrachtote System, das wir in beliebiger von der 
Gleicbgewicbtslage wonig abwoichoiulor Lage vorauaaotzon, wirko 
von auCen her ein Kraftaystom ft, das an jedor Stollo s <Ue 
Arbeit Xdudx leistet, wenn die Vorriickung tt duroh u | A u 
ersetzt wird. Da nun offenbar dio Gloie-bmig 

5w = 2 QV^-dr/,, 


gilt, wenn der Yerscbiebung ()u an den I’nrametorn 7 ,, die Yaria- 
tionen 8q n entspreeben, so iat dio gesamte Arbeitsleistung der 


2 «.*«■, 

n 

wenn die den Parametern q n entsprecbe.nden Kraftkomponenten 
im allgemeineren Sinne dcs Wortea duroh dio Gleiebungen 

Qn = | Xcp n x.d.r 

definiert werden. 

Die gesamte virtuelle Arbeit, die das Kraftaystom ft znsammen 
mit den inneren Kraften des Systems leistet, ist biornacb 


j A' 71 „.r.i/.r 


Krafte ft' 


oder 


Xdud. 


n n u H n / 
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mid die Rewagungsgleichungen erhalten nach cler Regel you 
L agrange die Form 

^ L } ff — () 

c lf2 Aw ( l n ~. Vn* 

Spezioll werde dan Kraftsystem II ho gewahlt, daii es das 
Masaensystem im Gleiehgewioht halt. Dann heatehen die Glci- 
ehungeri , 


da nun allgemein 


„ q a . Qn . 

at* ~ ’ /m "■ a’ 




<ln <P» •>' 


geaetzt wird, so bowirkt das Kraftsystem II die Yerrucknng 

_ -*r-i Q n <p n J- <P» iV f V m ... ,/ .. 


,, 2 


^ <p »f 
"■ ^ K 

n n * 


X cp n x,dx. 


Waiter werde das System I? dahin spezialisiert, dall nur an 
. einer Stelle x — f aina Kraft wirke. Man nahert sick diasem 
Zust&nde, wenn man die Funktion X nur in der Naha der Stella J 
grofie, von Null vorschiedene Werto annehmen, sie im iibrigen 
verschwinden liiBt, dabei abor die Gloiehung 

f XtLr 1 

festhiilt. Dann reduziert sich das die Arbeit darstellende Integral 
auf den Ausdniek 


X ft udx , ft u , 


X d X rr: ft U 


die Arbeit der punktuell gewordonen Kraft wird also dutch die 
Verriiekung ft u sellrnt gemossen, und die Komponente der Kraft 
in der Riehtung der Yerriirkung u Imt die Intensitiit Kins. Ahnlich 
reduziert sich die Kruftkomponente Q n auf die Form 

| \ip H x,dx Cf* n ^. | A d x (pti 

und f iir die* Verriiekung erhiilt man den A usd ruck 

P»X-<Ph$ 


der in x und £ syiwnetrisch ist und dureh K(x 1 £) bezeichnet 

werde. 


KiiMt'r, luipgi lamyrn. y lull. 
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Multipliziert man die crhalteuo Gleiohung mit einer !>e- 
stimmtcn, aber belicbig gewiihlten Funktiou <p„,£ mnl integriert 
naeh | iiber das Massensystom, so iindet man mit Uiicksicht auf 
die Gleiohungen 

J(qo„«f) a f2jr = 1, | g'mT. o (w . m 

sofort die Integralgleiclmng 


(p, !t X : A,„J K(.(\ £)</'.»£ -di- 

Die Fimktionen sind also Figenfunktionen des syin- 

metrisclien Kerns K (.r, £), dor gewissermalien von dm- bilinenre.n 
Formel auegehond konstruiert wird. Die zugehiirigen Kigenwerte 
sind X„, und die mcchanische Bedeutnng dim Kerns als Yerriu’kung 
ist vollkommen ersichtlicli; wir bozeiehnen ihn zwerkmiilJig atieh 
als Greenscbe Funktion. Das Grumlgebiet ist das gauze 
bewegte Massonsystem. 

Dieso Betraclitungon brauchen nur wenig abgeiindert zn 
wcrdcn, wenn dampfomle Kriifte von gewissen eiiifaebmi Typen 
wirksam sind, niimlicli seiche, die von einor /.erstreuunghfunktion 
abhiingig sind. I Inter einer solelien verstehmi wir nine qundru- 
tisclie Form , rf, /m d< h 

i 2 j°*» ,(t <it ' 


deren Koeffizienton Konstante sind; setzt man 


<1 q„ 
<it 


( jn ? 


so lauten die vorallgemoinerten Lugntugo8t*heu Uhdrhuugru 
folgendermaCen: 

(1) d,*T\*T 

W dt\d<lJ d(!n 

also weun T und V die vorausgeaetzto spcziello Form lmbmi: 


»/•’ 0 r 

'6<\ n c) <i„ 


V.,, 


d 2 <[„ 

dF 


+ 


s*. 


d Qrtt 

1 (it 


'b i/it 


Hieraus aber lassen sicb betreffs einer vorausgesetzten Kuhelage 
des Systems unter der Wirkung der Kriifte. R giman dieselhen 
Scbliisse zieben wie oben, da die mit den Koeffizienten h bebaftetmi 
Glieder wegfallen. Speziell folgt, dab die Formel 


K(x,£) — 


\<P„x.<p n $ 

1 K 



Sdi wingungeti liuearer System©. 
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§ «. 

giiltig bleibt; die Funktionon <p n sirul iiberhaupt ihrer Definition 
xiaeh von dor Zerafcroiumgsfunktion F unabhiingig. 

Die Gleiehungen (1) habon auoh noch nine Bedoutung, wenn 
man T als idontisch verschwindend muncht; sio geben dann di© 
Geaetzo der Wiirmebewogung an. Sind niimlich etwa ,.. 

die Tcmperaturen oinzelnor fester materieller Bunkte, die allein 
von einaxulor thermiseh heeinfluBt werden, ho hat man Gleiehungen 
von der Form 

til ? 

m 

woboi die (IroBon A von derZoit mmbhiingig wind und ungeiimlort 
bleibon, wenn man dio Zeiger vortauarht. Man kann (labor di« 
letzta Qleichung auch in der Form 

du n _ __ ‘d V 

d t '<) it,, 

schreiben, wobei V eine Funktion der Grbfion «„ ist. Sieht man 
diese als die rechtwinkligen Koordinaten eines Pimktuystenia an, 
so erkennt man, daii die W&raegleichungen aus den Bewegungs- 
gleichungen d , Hi (lUn dV 

(ln dt a '* dl :r:: ~ dii H 


©ntHtohon, imlem man die Masson — 0 sotzt. Dies© Ghuehungon 
gehorni einom System an, in wolchem Wider.stand© wirken, 
auBe.rdem uber konservativo Kraft.©, die eine potentiell© Knorgi© 
V ergobon. 

Denkt man sio.li in einein aolclum System allgemein© Koordi- 
natcm <y eingefuhrt, ho arhiilt man di© Gleichungon 


(«) 


d F d V 

#<}n <'<ln 


zur Darntollung oinor freien Bewegung des Systems, und <lie.se 
Form bleibt, wenn man die Zuhl der Ihmkte ins rnemlliehe 
wachsen liibt. Baum is! dio Temperntur n in der Form 

11 y».r 


darzustollon, uud wenn wir aimehmen, 2 F i einfaeh die 

Summ© dor Quadrate der GruBen //, so orlmlten wir ©hens© win 
ohcm aus der ©ntHjirorliemlen fur T geltemlen Yoruussetzung auch 
jetet die Glmehungen 

j <y» u f«.« . d« «b j (q • 1. 


a* 
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S 9. 

Die oben mit dem Ivraftsystem Sf ausgefiihrte Fntersuchung ver- 
anlabt uns hier, in einem Punkte oine Wiirniequelle wirkeu zu 
lassen, als Analogon dei' punktuellen Kraft. Damit ist der An- 
satz, der ira ersten Abschnitte zu don Greenschen Funktionon 
fiihrte, ala spezieller Fall des in diesem Paragraphen entwickelteu 
erkannt. 

Die Bewegungsgleichungon (2) gcben, wcnn V dieselbe Gestalt 
bat wie oben, 

d (it Xn ' ln ~~ l,n ~ 

und die gesuchte Temperatur erscheint in der Form 

u = 2«»I (Pn^.e-^n*, 

also ganz wie man es in der klaasiachon VVanneleitungsthoorio 
gewohnt ist. 


§9. 

Anwendungen: die schwingende Saite. 


Als oinfachstes Beispiel fiir die 'I'lioorio dos tj 8 wordo oine. 
Saite von der Lange und linearen Dichtigkeit Kins botraehtot, 
die langs der *-Aclise gespannt ist; fiir die seitliche Verriickung u 
gilt bekanntlick, wenn die Zeiteinheit passend gewiihlt wird, <lie 
Differentialgleicbung 
n') 'd a M _ d i n 

^ } di 5 0 a;* 


mit den Grenzbedingungen 

(2) u |» = u j 1 0. 

Die Differentialgleicbung beruht darauf, dab c it c.r die zur 
Saite senkrechte Komponente der in der Ilichtung waoliHonder x 
wirkenden Spannung ist; auf das Masseuelement dx wirkeu daher 
in seitlicber Richtung die Krafte 

_ 0 U du j't''* 

3 x ’ dx\ ’ 

deren algebraische Summe dem Produlct dx. ^ H gleiehzu- 

f 51 ” 

setzen ist. 


Herrscht Gleicbgewicbt und wirkt eino iiuOere Kraft P 
hat man als Bedingung des Gleichgewichtes die Gleiohung 

du '* + 1Li¬ 


no 


( 3 ) 


P + 


dx 














Schwingungen linearer Syateme. 
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S 9. 


otler, wenn die betrachtete Stclle durch | bezeichnet und die 
Kraftintensitat = 1 gesetzt wird, 

du 

(lx o ’ 

mid fiir die Vcrruckung n gilt allgeinein die Differentialgleiohung 


mit den Grenzbedingungen (2). Hieraus folgt, wie schon in § 1 
benutzt wurde, wenn man n durch K(x^) ersetzt, 

iC(rr,^) x(l — g), a:<|, 

K{x,$) |(1~a;), a;>£, 

und als Ordinate aufgetragen ergibt diese GroJGe eino Kurve, die 
man als Gestalt der in einem Punkte durch eine seitliche Kraft 
beeinflufiten Sait© erwartet, die gebrochene Linie. 

Nach § 8 machen wir nun den allgemeinen Ansatz 

W = S Qn (fn%, 


wobei (( n eine Funktion der Zeit ist und eine Gleiclmng von der 
Form 


d*q n 
cIV 2 


+■ 


- d 


gilt. Betraehten wir speziell eine Bewegung, bei der q n alloin 
von Null versehiedene Worto annimmt, und setzen in der 
Gleiohung (1) 

h ~.- 

ho ergibt sick aofort 


I (t«Up n 1 (l^tl n 

</'„ <l.V* qn 

und aus don Hedingungen (2) folgt 


f/ a 9„ 

(L^ 


~f‘ tyn — 0, 


<Pn 0 • : <p n 1 0. 


Die Grebe <p n muii also bis auf einen konstanton Faktor der 
Sinus einen ganzzahligen Vmlfachen von ttx sein, etwa, indem 
wir normieren, 

<1 n * * \ 2 sin njr.r, 

und hieraus ergibt sicdi 


A. 


)t’ J 71 
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S 5). 


Die ])ilineare Formol nimmt folgonde UcKtalt an: 




2 ^ sin nnx sin mt £ _ 

jfi 2-1 n -2 ’ 


H 


sie ist wirklieh richtig, was aus § 8 mold, mil Kieherheit. go- 
schlossen werden, imr vermutot werden kann; denn sie ist wit 
der in § 4 streng bewiGsenen Formol (2) idontisrh. 

Die Groflon q n bestimmon sieh in bekanntor Wuise aus dim 
Werten yon u und dn'df mv Zeit / - 0, die etwa f r uud trx 
seien, wobei offenbar 

f 1 I u 

sein muB. 

Man setzt an 


(4) tt = 2 <,A ncoisntti | Jt n sinwar/) sin a xx 

n 

und fordert die Glciehungen 

fx — 2 -AnSinnsEM', f x - rt S n />»i sin nitj. 

n n 

Dieso Gleichungen sind naoh § 4 m orfullon, und die erhal- 
tenen Reihen konvergiexon absolut und gloiidimiiBig, went* fx 
und fx stetige Funktionen sind und stiickweise stetige enste und 
zweite Ableitungon besitzen; in derselbon Weine konvergiert also 
die Reihe (4). Sind spezioll auch die Abloiiungan driller uud 
vierter Ordnung stiickweise stetig, so sicht man aun dan Fonnaln 


A n — j* fa.sin nxa.da, 


fa.minTtad 


OC = 


.. cos uttu h t . roh n 7tt< , 
-/«• d / «* iiti 

nit n 1 nit 


fa . \ b + fa • Bin a w ” a 6 - f /'"« . Rin ?l da, 

nit | ( , ' n 2 ?** „ J 1 n* ’ 


f0cisinn7ca.doc — — 


n a 


f ,f u. sin HTra.tlu, 


den analogen mit der Funktion 4< gebildeten (iluirhungcn und 
den Darstellungssatzen des § 5, dal} der Ausdruck (4) nach 
und t zweimal gliedweise diffcronziort werden darf und, fiir n 
gesetzt, in der Tat die Gleiclmng (1) erfiillt. 




10. 
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Fiir die potontiello Energie hat man nach § 8 die Reihe 


1 

*> 


V A 


n<ln ~ 


7t 2 


2 ?:«■ 


mizusetzen. Die GroOen 7tn(f n siiul die Kocffizienten in der Ent- 

() K 

wiekelung der Grolic ^ ^ nach don Funktionon cos n%j\ imd es 
gilt die Gleiehung 


r <) u 
I dx 


dx 0 . 


0 


1st duller die (irdbe du'i'x nur sto.tig, so kann man das in 
§ (> abgeleitote Hurwitzscbe Theorem anwenden and tindet, filr die 
potontiello Energie den Ausdruck 




der sick aueh aus meohanisohen Erwagungen rechtfertigen laCt. 


§ 10. 

Schwingungen des irei herabhSngenden Seiles. 

Kin zweitos IteiRpiol zum § 8 bietet die Schwingung des 
homogonon hiingondon Seiles dar. Seine Lange und sein Gewickt 
scion Kins, die x-Aohse der Riclitung der Sehwero entgegongesetzt, 
denm Rosohleunigung etwa (lurch passende Zeitoinheit == 1 ge- 
mae.ht sei. Ferner sei x ~ ( l der Aufluingepunkt und sr ------ 0 

das freie Ende; endlich sei u die Verriickung senkrecht zur a-Aokse. 
Dann wirkt. auf irgend ein Element dx abwarts die Spamiung .r, 
aufwiirts die Spannung x | da 1 , und die zur x-Achse senkrochten 
Komponenten dieser KriifU' sind 

d it dit x t ,u 

(i) ~ 1 if) x' J ' dx 

so dull man nls 1 towegungsgleichung erhiilt 

('“!( cti x * ,u d‘ J tt d I ('il\ 

* J tU- dx t 1 d \' 1 ” D.r V d.ri 

Setzt man speziell 

it <i»<p„x , 

1 d / dy H \ 

<h> (/•<• V tiJ'f' 


so orgibt Hieb 


! tl-q,, 
q„ (it a 


A, 
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£ 10 . 


dabei gilt die Gleichung 

<p n l = 0, 

und <p„Q ist eine endlicho GrbBe. 

Bezeiclmen wir nun wie gewbhnlich durch Jx die Bes.selsehe 
Funktion von der Ordnung Null, d. h. die Grdlle 

1 2 2 ‘ 2 a -4 a 1 

so ist j(k\'x) das oinzigo an der Stelle x ■■ 0 ondlio.ho Integral 
der Gleichung d , d ,s k * 

,i, v + 4 •" - 11 

Ilieraus folgt sofort 

(p n x . const = «/(2 ]/&„%) — J (£„ \'x) , A„ ■ , 

wobei die Grofien k durch die Gleichung 

Jkn 0, (w 1, ‘J ...) 

definiert sind; offcubar genugt os, die positiven Wurztdn tlieser 
Gleichung zu nehmen. Da fernor die Theorie der IloHselsohen 
Funktionen die Gleichung 

j J(k --= (./'*)» 

0 

ergibt, so sind die normierten Eigenfunktionen 

rii* *“ Jr 1. 

tj h n 

Lassen wir jetzt im Punkto x r- £ oino soitlicho Kraft von 
der Intensitat Eins wirken und nehmen wir an, das Soil bloibo 
unter ilirer Einwirkung in oilier von dor froitm (Hoiehgmviohttdngo 
versohiedenen Lage in Ruhe, so zeigt tier untor (I) angogobmio 
Ausdruck dor Spaimung, daB zwisohon don droi im Punkto | an- 
greifenden Kraften folgende Beziehung golten muB: 

, , / du\ ;*~ 0 , / d a\ * * 0 


, / a a\ - f w 


. I 

\*J d r 1 . - t ' 

Es ist ferner klar, dafi auf der Streo.ko von x - o his x 
die Grofie u konstant ist, wiihrend sie auf der Streeko j 
die Gleichung d , d 


d x \ d x 




§ 10. 
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erfiillt und fiir 1 verschwindet. Man hat also, unter a und b 
Konstante verstanden, folgende Gloiclmngen: 

u ~ a, (a;--..!), 
n h log J\ (x : ■ £). 

Au dor Stelle x £ aollen dieso Worte gleich seiu und 
auCerdcm die Boziehung (2) golton; das gibt 

a ~~ b log £, 0 — — * , b — 1, 

also 

/ox H - - log £, (X < I), 

W «- - -logr, (,o ' - £). 

Bezoichnet man dieso G roensoho Funktion durch A"" OG £), HO 
hat man als hilinearo Formol die Gleichung 


Yi J (k„ }/x)f/(k n 
-£■< ( J'k tl )Kk* 


A' (.o, | 

zu erwarten. 

Dafi iibrigens die Ausdriicke (8) die Ordinaten des seitlich 
abgelenkten Seiles darstellen, kann man auch aus der Gleichung 
der von x = £ bis * = 1 reichenden Kettenlinie ableiten, indem 
man bedenkt, daB mir ein wenig von der Vertikalen abweichendes 
stoiloK St,tick dor Kurve benutzt wird. 

Woiuigbuoh nun dio bilinoaro Formol zunaohst nicht bcwiesen 
ist, so boweist man doo.h loioht dio Integralgloichung 


(‘1) 


(/)„.1- ; = A„ | K(x, «) <f> H a.da. 
« 

Man brauoht nur von don Gloichungon 


d 

dx 


-=»• ,;*(■ 


1 X dx) ^ 


dio ernte mil </>„, die zweite mit K(x^) zu mnltiplmeren mid 
erstere von letzteror zu subtrahieren; dann ergibfc nich 

(i I , Ik * f/ ^ ! 

f/.r 

und weirn man von o bis I integrant, das in § 2 gegebone Lemma 
aus dor Integralrerhnung benutzt mid bedenkt, daB ip n 0 und 
K (o, £) emUicho (IrbUon nind, ho fmdet man 


( A (a I) * J 1 ” A’ ; (A £) 9 n f) t K<Pn* * A" (a*, |) 0 , 


£ V »£ A'' £) b I A'(a*, I) <pn X * 

4f I *» J 

odor die* < ileirhung 14 ). 


dr 


I *> 
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Ein yerwandter Fall ist der eines Seller, das an einer 
zu ihm senkrechten Acbse befestigt ist und um diese rotiert, 
wobei von der Schwerkraft abgesehen worths Das Sc*il bleibe in 
einer gleichformig um die Achso rotierendon Ebeue und erstreeke 
sicb von x — 0 bis x — +• 1, so da(J x 0 ein Punkt der Hota- 
tionsachse ist; dann yerschwindet die Kpamiung am freien Knde 
und wird, wie ihre Beziobimg der Zentrifugalkraft zeigt, dureh 
1 — x* bei passender CxrbUo der RotatbmsgeBdiwindigkeit dar- 
gestellt. An Stollo der Ausdriicke (2) erhiilt man fiir die auf 
das Element dx transversal wirkenden Spannungen 




V 
/ r , r 


wenn u eino kleine seitlieho Vorriickung aus der Luge des rela- 
tiven Gleicbgewichtes bedeutet. 

Die Gleiclmng der kleinen Sehwingungen ist duller 


Setzt man wioder 


so ergibt sicb 

LV i 


fnOC.q*, 




+ <P>i 


als Grenzbedingung erbalt man 

9»»0 = o , 

und die Grofien (-f-1) m'usson ondlioh sein. Die (irori>M*li<‘ 


Funktion ist das an der Stello .r - 
rentialgleichung 

b | a—*1* 

das die Gleiclmng 


ondlieho Integral der IHffe- 


und die Unstetigkeitsbedingung 


erfiillt. Letztere driickt aus, da(J die beiden auf das Fdenient tlx 
wirkenden Spannungskompononten von transversaler Uiditurig nine 
Resultante von der Intensitiit 1 goben. 
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Man findet leicht, je naelidem £ ocler x dor grdOere Wert 
ist, den orston odor zweiten dor Ausdriieke 


l . II x 

« ' ■ 2 lo S i . H 



1 + 1 
1 


Ra(J dor zwoito dieser Ausdriieke von x unabhilngig wird, ist 
mechanise!! plausibel zu tnaohon; das Stuck dos Kartells, fur das 
x « £, wird offenbar goradlinig, wenn im Punkto rr = £ cine 
seitlieho Kraft oinwirkt. 

Dio Lbsungen des gestellten Randwertproblems sind die 
Legendroschon Polynome ungoraden Grades, die hiermit dyrm- 
inisch gedeutet w(u*den. 


§ iL 

Der transversal schwingende Stab, 

Als letztes Beispiel betrachten wir den elaatischen Stub, 
der liings der #-Achse liegt und in den Endpunkten x — •() und 
x — l unterstiitzt oder eingespannt ist Ist u die Verriickung 
eines seiner Element© in der Richtung der ^-Achse und ©ntferat 
sich der Stab mar wenig von dor geraden Gleichgewichtslage, so 
gibt ea eino aolcho positive Konstanto a, dafi ' ad^u/dx* das 
Moment dor (‘laatiHchen Krill’to ist, die auf das vom Endpnnkte 
x * o bis zu oinem boliebigon Punkto x reiehendo Stiick des 
Stains einwirkon; auf das Rost stuck wirkt das Moment — ad%u/dx*. 
Wirkon fern or in don Endpunkten die zum Stabe senkreehten 
Auflagerreaktionen A 0 und A x und, worm die Kndon eingespannt 
aind, die Moment© M t) und M x , so ergeben sich als Gleich- 
gowichtsbedingungen fiir die Strecke von x — 0 bis zum betrach- 
teten Punkto, indom man beziiglich des letzteron die Momenta 
bildot, 

(a !■ a/o- ■ +•<.o, 

und fiir die Streeke vom botraebtoten Punkte bis zum End© x -- 1 

c>) «+ m x i a u-.0^=0- 

Wonn nun der Stab an dor betrachtoten Stello mit deni in 
dor Kiohtttng dor //-Achne y.iohendon (Jowioht Kins bolastet ist, so 
gibt dies in don orlmltonon Morncntgleichungon keinen Heitrag; 
(lot'll nntlJ die Stimme nllor //-Kompononten verschwinden, so daC 

/!, I A, l 1 0. 
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ZweitcT Alwlmitt. 


Die Gleickungen (1) und (2) ergcben alter 


<Pu\ x ~~ n 


tPn 


also folgt, wenn wir jetzfc die belastete Stella x . £ nomcn, 

(/«!! 

a , „ — • 1. 

dx 3 s ., o 

Ferner gilt offenbar allgemoin die Gleiohung 


und die GroGo u orfiillt an den Enden die betreffende Iiedingung, 
der die Vorriickung immer untcrworfeu ist; sic werdo uIk Groan- 
sche Funktion und durch K ( x ,£) bozeichnet. 

Jetzt wirke in jedem Elemente dx einc seitliche Kraft Ydx\ 
ihr Moment bezUglicli des Punktes | ist dann 1' (,r ■ £) i/.r; 
betrachtet man das Stuck des Stakes von x . 0 bis x so 

ergibt sich 


| dx** 0 , 


und liieraus 




Y 0. 


Speziell sei Y dx der Triigheitswiderstand ltd der Iknveguug, 
d. b. wenn dx ale Massenolement angosolion wird, 


dann ergibt sich die Bewegungsgloicdtuiig 

d'u r a u 

Setzen wir in dieser Gleichung der allgemoinen Tlieorio geiuiilJ 


so folgt 


n q n tp„x, 


+ K<ln --- 0 , a ^ l,, J X a) 


l l'n ■> . (I, 
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S 11. 


mid die Konstanten k H bestinunon sich aus den (Jronzbedingungen, 
die, z. B. wenn der Stab beiderseits eingespannt ist, folgender- 

maOen lauton: 

(») T.0 


0. 


Kombiniort man diene Gloiclmngon mit don obon aufgostollten 
A'((), |) = K' (0, $) = A'(l, $) - K' (1, $) ^ o, 

(BA'(a:, £) _ rf*A'(.r,$) * _ l 

^ ■>’* . ’ c/ .r 8 . + 1 , “ a ’ 

ho lindot man huh dor allgemoinen Identitiit: 

,<1*™ .. . <1 f <i ;i w d*r dir d*v d r d*ir\ 

d.>+ da* . d.r { d**~ 1 Us* ds ds* ds </.»•») 

und dem allgemoinen in § 2 angefiihrton Lemma, indom man 
— K(x, i) <p n x.dit' (p„x. K'"(x, |) 


<P»$ 


? + 0 


'/'»£ /1 -»J A'(.r, f) q>„s.ds, 

<1 

win es die ailgetneine Theorio <W»h $ S mvartem UiBt 

1st umgekehrt nine Kunktion gngobon, fiir dic*s die (ileiehung 

1 : i 

(•1) <je£- rj A’{s.g)<fis.dx~-rjA’(&s)g>s.ds ! r\K(^,r)q>x.ds 

u ,» j 

boHteht, ho (indot man unmittelbnr 
d<- <p * 
d £< 

Nun kanu man sotzen 


f, l A"'(|,£ .0) — A"'(£, £ |- 0)| 9 


A'"'<£,£ u) lim A'"'($,£ /,) 

n n> 

K«» i /<,*,) 

Ci C, h * c» 


und oboiiHo 

Bomit folgt 

</*<; i ; 


1 <>» 


A’"'(| i 0, S). 
A"'(I »,*■); 


'• VM A"' (I ~ <», - A'"(* + o, *)) ,= ' u v i 
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Zwoittu* Abnclniitt, 


§ 11. 


und die Randbedinguugen Bind infolgo der Gleichung (4) orfiillt; 
jede Losung der Integralgleiehung lost also auc-h das obon auf- 
gestellte Randwertproblem. I>ic Kunktioium (/>„, dio, wio man 
leiclit sielit, die einzigen Liisungen doa Ramhvertprobloms sind, 
reprasentieren also aueh die Goaamthoit dor Lbsungon dor Into.- 
gralgleichung. 

In der bilinearen Kormol 


|) 


1, CO 


<Pn •*' * ( f n b 

Ah ’ 


die man hiernaoh erwartot, liifit sicdi die reehte Seite nls 
vergent erweisen. A us den Randbeclingm gen (:i) ergibt 
namlich, dafi <p n Lbsungen der Giaiehungen 


<l 4 <Pn 

d x 4 


M* <p n 


0 


kon- 

sieh 


sind, bci denen m positive und durch die Gleiehuug 
(5) comm (Hijw » - I 

bestimmto Konstanto sind; man hat dium 

l n m* a 

zu setzen und findet fiir die normierten Kigenhmktionen 


(sin m n -Sin m H ) (cos m n ,r - ( ? o j m u ,r) - icon m n m n * mn m H * 
^ nX ' ‘111 m n - sin m it O'o] m n 


ini w„ .v) 


Diese liegen boi grofien Werten von m H zwinehen endlirhen, 
von n unabhangigen Gronzen. Die Gleiehung (5) zeigt a her, dab 
dio GroCen m, worm sie groli sind, wesentlieh wie die (Minder 
einer aritlimetischen Koihe waehsen; dio biliueure Ueilie 


.... * V* 1 

A m “ « ^ mi , 

konvergiert daher nach x und £ gleichmilBig auf der Strooko von 
0 bis 1, und dasselbe gilt noch von den Iteihon, dio nmn orhiilt, 
wenn man gliedweise einmal odor zwoimal ditTomr/.iert. 1st also 
die bilineare Formel bewiesen, bo gilt dassolbo von don (lleiohungen 


K'{x, 0 


1, « , u 

■2-1 L. ’ 


V'ixA) 


1 , ® ,t „ 

£n£- f» | _ 
n 
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1 ‘J • 

llieraus lasson wicli naeh dor in den §§ 4 und 5 angewandten 
Methode die wichtlgnton Siitze iiber die Darstellung willkiirlichcr 
Funktionen ableiton, indent man nur noch die quellenmiifiig dar- 
gestellten Funktionen i 

J K (,r, a) fa .da 
0 

einzufuhron und zu zeigen hat, dab miter ihnen alle Kunktionen 
onthalton sind, die mit ihron ersten beiden Ableitungen sfcetig 
Hind, Htiiekwoiso stetige dritte Ableitungen bositzon und die Gronz- 
bedingungtm der Kigonfunktionen erfiillen. 


8 12 . 

Erzwungene Schwingungen und nicht homogene 
Integralgleichungen. 

Auf ein neueB mit den Integralgleichungen zusammenlmn- 
gcndos Problem fuhrt die Thoorie der erzwungenen Schwingungen 
doe in § 8 betraehteten Massenaystems. 

Seine Bewegungsgleichungen haben, wenn beliebige Kr&fte Q n 

wirken, die folgende Form: 

(I) '[{'I" I 'In Cm, » 1, 2, .... 

Ihose venuiohon wir auf nine besonderc Wciso zu erfiillen. Die 
wirkende Kraft X sei tins Produkt aus tuiuMn raumlirh veriinder- 
lichen Faktor und oinem von der Zeit abhiingigen Faktor bar- 
monischen (•lmraktcrH, etwa, indent wir fortan slots (lurch deutscha 
Huehstaben von <D*r Zeit uuabhiingige GrbLSon, dtirch fi und y Kon- 
stanto bezeichnen, 

A . .V coh (fi f 1 y). 

Gclingt es dann, die Bewegung so zu gestaltan, dab die Ver- 
riiekung u die analogo (*i*stn11 

u u coh (fi t \ y) 

annimmh ho liegt daa vor, wan man erzwungene Sehwingung nennt; 
u int ihre Amplitude. 

Km eino Kolche Bewegung in dim Ynriahlen q n zu atudieran, 
gehen wir von der in £ 8 aufge.stellten Gleichung 

Cm j -V <(>„S.d.r 
aus, (U'rznful^t' man sct/.cn kann 


Cm C.„t-os (iff | y i, 


(.V g> n • d x. 


C.. 
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ZweitiH* AWhnitt. 


$ 12 . 


Versuclit man mm 

q„ = C|„cos(/i£ | y) 

zu setzen, was einen Ausdruck u von dor gowi'msohUm Form 
ergabe, so findet man aus don Gloiclmngon (I) 

(A,i — /i 2 ) C|m - ' s —mi 

und bieraus 


u =^£ i q n f n r -“2 i 3') lu ' os ! 3’b 

« . 


Bezeiclmen wir dienen Ausdruck dumb tl f A multiplizieren </*« 
mit K(x, oc) und intogrieren gliedweLse, m linden wir 

j K ( ’x , cc) 4 1 u. d m ~ ^ * jp J AT(.r, a) (p ti a . d a . J X <f u x , d x 


oder, da die Gleichimgen 

q) H x . K j A’(', u)<l' n n-<l« 

gelten, 



Die durchgefuhrten Operationen Hind erlaubt, wenn die hi- 
lineare Ileihe im (irundgobiot beziiglich jeder der beiden in ihr 
vorkommenden Variabeln gleiehmafiig konvergiert. 

Setzen wir nun 

n^\K{x, md*\ 

so finden wir aus der bilinearen Formed 


2 /'J; 

dabei ist 

(4) [fu.y n a.dtt — 1 [.\>„.r.d,r, /> /'«</ 

" H * 

und die Gleichung (3) kann in folgender Form geschriidum wonlcu: 

(5) u = xp x = fx 4 A | K (,r, «) i/*«. d «, A /i J ; 
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§ 12. 


die Dofinitionsgleichung von ergibt, indem man die zweite 
(ileichung (4) heranzieht, 

((>) </».r q)n J ^fa.(p n gjla • />*f A <pn J ^ j /«.<p n «. d «. 

Die (Jloichung (5), in dm* A willkiirlioh, abor von alien A n vor- 
Bchieden gedaeht wird, ist cine niehthomogene Integralgleichung 
mit dor Unbekarmten t/*.r und ihre Lcisung wird, bo orwarten wir 
wenigBteiiH, durch die Form el (Ci) gogebon, die wir als Schmid tsc he 
Formol bezoielmen wollon. 

IntoresBe verdient dabei dor besondere Fall, dafi in dor Integral¬ 
gleichung (5) goBetzt wird 
(7) fx K (.r, //), A’(&,/). 

Man tindet dann 

J fa.cp n u,<la =“ 

und fiir die Unbekannte fx ergibt sich der Wert 


oder da 
ist, 

r (*M/) 


X __ _ l _ 1 

X n (^h — X) A„ X — X n 

— A'(./■,?/) 1 2('" A, — l ! ; ) W•?’»?/• 


Wtum nun die. bilineare Fennel gilt, erlnilt man waiter 




VnX-VuU 
A*-A 


Diese (»rb(Jo eraeheint aln „ldsender Kern u im Sirmo der 
Fredliolm-IIilbertHclum Theorie im dritten Absehnitt wieder. 
Kie, erf ill! t naeh (f>) die (Ileichung 


(B) F(r,//) K(j\ y) | Aj K(j\ «)/'(«, if) doc, 

aim der eine gewisse Reziprozitiit mit K (j\ //) hervorgeht. Ihre 
mechaniHche Bedeutung ergibt «ieh aun der Definition von />; 
die (ileiehungen (7) erseheinen, wenn die Kraft X nur in dem 
an die Stella // grenzenden Flement dx wirkt, in welchem allein 
die (*rdOe X von Null vernehieden mt Fiigt man ndtigenfalk 
einen konstanten Faktor lnnzu, bo gelten die (Ileiehungen 

I .V ((■> . - U /‘S - ~ J A' (.r, g)X dx — K (g, ji ) j A' (lx—. K (g ,;/). 

Kiii'scr, Inli’nnslgliriehtm^n. *2. Aufl. 4 
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Zwoitpr AbHt'hnitt. 


§ la. 

Der losende Kern ist also die Amplitude der erzwungenen Schwin- 
gung, die auftritt, wenn die erzwingende period isehe Kraft nur 
auf ein einziges Element des MaasenBystems oinwirkt. I)er in 
r(x,y) auftretendo Parameter l wird (lurch (lie Period© der er- 
zwingenden Kraft in einfachster Weise bestinimt: l ■ - /D. 


§ 13. 

Erzwungene Schwingungen einer Saite. 

Die entwiokelte Theorie kann auf die erzwungenen Seliwiu- 
gungen einer ungediimpfton Saite angowandt werden, da uaeli 
§ 9 fur ilire Eigenfunktionon, die ala Ratimfnktoren der Kigen- 
schwingungen auftreton, die bilinear© Forme! riehtig ist mul 
die bilineare Reihe absolnt und gleielmiiiBig konvergiert. Die 
Bewegungsgleiohung der Saite latitat, wenn cine periodisehe Kraft 
von der oben delinierten Besehaffonheit einwirkt, 


( 1 ) 

und wenn man 


0 * it- 

<)t* 


't.r* 


•V cos (ji t j ;•), 


It ™ ll COH (fi I I }') 


setzt, so dab u die ritumlich veriinderlirhe Amplitude iht, bo 
findet man 

mit den Grenzbedingungon 

(2) -o. 


Kombiniert man dieso (lleichungen mit den keimzeirhnenden 
Eigenscbaften des Kerns: 


rfaZ (*>!) = 0 

’ dx | { ^. 0 
und setzt wiederum 


= 1, 


A'((), J) 


vo, 


feK{x,£)dx= f%, usa^as, A - \ At 

0 

so findet man 

i 

= £) tyx.dx f- 

o 

und jede Losung dieser Gleichung erfiillt die Rodingungen (2). 
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8 IK- 

Bedenkt man, daB 

(p n x' ~ ]/2mi njtx, X n = n 2 7t* 

m setzen ist, so zeigt die Sehmidtsehe Formel, daB einc er- 
zwungene Schwingung mit folgonder Verriickung mbglich ist: 

cos(lit + y), 

l wobei 

| i i 

l r n r^r l/ 2 \fa. sinw Ttmdm — | &sin M3ru;</.r. 

f J n 2 zr 2 J 

\ 4 ) 0 

h 

j Der erhaltene Ausdrnek verlieri semen Sinn, weim ft oiner 

der Groflon nit gleieh wird, was ausgesohlosson wird dureh die in 
§ 12 getroffene Festsetzung, daB X mit koinor der GrbBen X n zu- 
sammenfallen soil Da die einfachen Tone der Saite Verriiekungen 
geben, die durch die AusdrUcke 

const. sin n % x . sin n % i 

dargestellt worden, so sieht man, daB in dem ausgeschlossenen 
Falle die Periodo der wirkenden Kraft der Periode nines Eigen- 
tons der Suite gleieh ist. 

Kiir die Moehanik ist es nun wiehtig, nieht imr einen mdg- 
j lichen Typus von Bewegungen kennen zu lernen, sondern den 

bestimmten, der bei gegebenen Anfangszustiinden von gegebenen 
Kriiften, etwa den Kriiften X cob (fit (- y), hervorgerufen wird. 
Dazu fiihrt die Bemerkung, daB die Difforentialgleichung der 
erzwungenen Schwingnngen erfiillt bleibt, wenn man zu oiner 
ihrer Losungon cine Lbsung der Difforentialgleichung tier freien 
j Sehwingungen addiert. Setzt man demgemaB 

ic — u | i\ c ™ 2] (p n x . (a n cos nnt + b n sin n nt) 

n 

== V 2 2 8 * u n % x ( a n c ‘08 n % t .b bn sin n % t), 

n 

bo ist w cine Lbsung der Gleidmng (1), unci es ist leicht, die 
Forderungen 

t 0 ^ t ' 0 

W f t JT, dt 

in denen 

/■«*» /n /* a o =- /- 2 1 =» 

1 4 * 


/■•H 


V‘2 


r„. sin nre ,r 

tl i jrt — jp 
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Zw#iti*r Alwliuitt, 


ft 14, 

vorausgesetzt wi rd, dadmvh zu (-Hull,-a, dab 

iunktKm uach den Kigenfunktimuni auf firm,d dm- f ° 

entwiekelt. I)i e goforderten Fnfwiokhnnton Hind ' “* * 5 


flX-~U 




/ d h J 11 «,.. „ 

H 

Aus don so oi'lialtenon Forineln bin, . ;,.i. u «• , . 

der Scliwebungen so writ ableitrn, wi,* iihorhnt a ^ T"? g 
«icbt auf die Dfcnpfuw* „ mW ’ iJ. wlmo Kftck - 

§ 14. 

Erzwungene Schwingungen mit RUcksichf a„f die Mmptun*. 

Die Untermiohwig de« lotzton Faragnud.en bin, Sl *„, , 

daB wesonthch neuo nnalytiseho FntHnlli °,, 1 1,1 H,,n « 
oinenMl »,*_ ,I,t i,I,' ! ' V'"' ml 

&«*>**«*• mmn Jut. 

fecbwmgungen in ,U> r Na| 1( * (tin , r ,\V 

kann man wiederum sateen: * 111 w '' u< '* lt 'd«go, m, 

r - • 1 s;«, y ! v, 

H m 

betreffs der Zerstreuungsfunktion F t \l ,• 

zeicbnet, word; die k “«»* 


folgendemafiem ann <U * Ht,W( WH>KNgleielmnge» nurl, §H 

( 1 ) 

, ; ... q " + b, i» + v„j 

cl&bei ist wi© oben * 

" l "<« Ji- Iiili'gnttiini 

*r.» .. 

» zusuioii Haro, notzon wir diet 
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4? 14. 


Kraft X winder als einfache periodiseho Funktion der Zeit voraus, 
und zwar sei 

0 - (it | X ::•*.■= Ucos/i | Hsinfl, 

und die GrblJon U, 3} von t unabhiingig. Ilieraus ergibt sich mit 
den Bezeielmungen 

O n ■- J Ucpn.r 3f n * j ^ ty n j\d,r 

die Gloichung Q n Q rt eo8Wd i)i rt sin (L 

Versuelit man mm die Bewogungsgleichungen (1) durch die An- 

nahmo n n 

q n . * q n cog 0 j» r n am II 

zu erfullen, woboi die deutsehon Buehniaben winder von der Zeit 
nnabhangigo GrblJon bedeuten, und Botzt auf beiden Seiten jeder 
Gloichung die mit cob 0 und mit Bin (I multiplizierten Ausdrueke 
gleieli, bo ergibt aieh 

— f- bpU I A«qn — 0, n 
^ — /3 a r* — 6/8 q» K t rt - ■■ 9t». 

Setzt man ferner 

Cjn (■ ix n = m n , (P + ib(i —, A, U 2B, 

so folgt aus den Gleiolmngen (2) 

Uln * ,W , n/ ' 3 1 2 I 

A H — A A„ ~~~ A J 

bedeutot daher das Zeiehen s Jf c vor ciner komplexen GrblJo den 
reellen Toil, bo ergibt sich weiter, da offenbar 

U Nj <ln<1' n f * * CO HO 23 q« 9n % -f Bill 0 2] *n<Pn% 


i)i c 0 * 23 tu n <p„ ,r, A‘ - * »){c (SB c .*’*) 

H 

gcHotx.t warden kilim, 


O) 


IK C r V 

J A,, ’ A 


SB 7 


Dio hicr auftivtando Itmlm fiUirt abw sofort, wieder auf die 
nichtliiimogcnt! Iiitcgralgb'icliung; sotzt, man niimlich 


t x 


SB j A V | SB7 ,,x'. ( /.r, 


multiplizieri mit der GrblJe 

a* a*, a 2 


-I <pn- r - 7 m £ 

A„ 
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Zwriti'r Alwlinitt. 


§ 14. 


und integriert gliedweise, so iindet man gcnau (lurch die Ueolmung, 
die in § 12 an die Gleichung (2) gokniipft wordo, 

(4) tfg — /*$ | Aj A'(/,; )tx.il a, 

wobei 

fx = $%K(x, $)dx J U A'(a. $)ds 1 i J‘4« K(.,\ '<ulx 
gesetzt ist und nur zu hodcnkcn ist, da!3 der mdlo urn! dor ima- 
ginare Teil dies or Grbfie ala quollonmiidig dargcstidltc Funktionon 
des Ortes auf die Fouriersclie Weise ontwiokelt worden kbtmen; 
dasselbe gilt daher von dor gan/.cn Grbfie fx sclbst, womit die 
zitierte Schluflreiho fiir deu vorliegonden Fall giittig hlciht. Dio 
Integralgleicliung (4) iat also (lurch die Iv’eiho v x auch fiir kom- 
plexe Werto von A aufgelbst. Setzt man wit* in § 12 hcsondcrs 
fx = K(x> y), so orhalt man die Gleichung (H) des §12, die 
Resolvente der Fredholm-Hiibertsohon Theurie, fiir komplexe 
Werte von A. Ihvo Ddsung, die Grbfio //), ersehoint jotzt 

in engstem Zusammoidiang init ciner orzwungonen, gediimpfton 
Hell win gang; die zuge.hbrige Vorriickung iat 

u Die (e-n* 1 1' (x,if )), A • fP ) ihf, a fitly. 

Wir wenden dieso Thoorio auf die Sehwingung der gediimpfton 
Saite an, deren Bowcgungagleiohung in den Itezeiehnungen (Ich 
§ 13 jetzt folgonde iat: 


Setzt man 


d 3 u , () II i '•< ii 

W 1 '*' 1 ft : c.r-' 


u q . <px, 

wobei q von t allein abluingo, so Iindet man 
q f b (} I <1* q> 

q (p il x' 1 l 1 ' 

(i ist von x und t unabliitngig, und os golton 

<i + bq p,q — 0 , [ fl( p 


die (tloichungen 

", 


deren zweitor die Gronzbedingungon 

<p(>.. q> 1 () 

beizufugen sind. Daraus ergibt sich sofort. 

f* = »*«* = A„, (,, ■ 1,2...) 

und wenn man die verschiedeneu Werto n uuxdriioklieh unter- 
scheidet, 

9 — 9«x V2sin»ur.r, 

( ln "i“ b 7„ -(- A n (/„ .-.-i (). 


( 5 ) 
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§ 14. 


Maelit man daher don Ansatz 

((i) « - 2 A 

v n 

so 1st daa Problem dor godampften Saite vollstiuidig dor oben 
entwickelten dynamischen Thoorio oingoordnet. 

Nun orgibt die (lloiehung (5), wenn A„ uml H n Integrations- 
konstante siud, als allgomeine Losiing 


>h — r ' v,< {A n cmlp„ 1 b* 4- A, sin t yA„ - 1 A*) 

oder kurz r/» =--=«" 1 »'"(.•!„ | //„sin^„0, 

indem wir allgomoin 

Pn » 1 ■ j h* 

setzen; damns folgt naeh ((>) fur dio Verniokung hoi irgeml oinor 
froion Schwmgung 

u ~ e * 1 sd"2 <p n x . (/I„ voHp, ( t | H n m\pnt)r> 


Die Verriiekung bei einer erzwungenen Sehwingung unter dor 
Wirkung einer Kraft, wie sie in dor allgemeinen Thoorio ▼umuH- 
gesetzt wurde, wird durch die Forinel (8) gegehen, in der nur 
X n — *n 2 w a , l : - fP -f ibfi 

zu sotzon isk Dio aus oinem bestinimten AnfangBZUHtand durch 

diese Krill’to horvorgerufono Yorniekung wird also duroh dio 

kbnncl . 

u y 2 e 1 " ht (-1,, cos p n i j />„sinp„/)sm nxx 


1 9fc2r 


Bin )i it x 

n'*7t” fi‘ J ih jf 


2b sin H7txtlx 


dargostellt, mid dio Bowogung setzt sich aus dor orzwungonon 
und Fiigenschwingungon zusammem Lotztere allein ontlmlton in 
dor Amplitude don Faktor < 1 ,fl \ dor, da I) naturgemall positiv 
soin muB, dio KigeiiHohwingungen zmn Abklingen bring!, ho dab 
sehlieBlieh nur die erzwuugone Sehwingung morklioh bloibt. 

1st hpi‘/,ioll zur Zrit / u tin* Salto in Unite und in dor 
( Ueiehgowiehtslage, mi lindot man loieht: 

t 

l 2 A ti ■ IKr . . 1 2b sin nxxtl t, 

1 a'-' Jt v (P i h ft J 


1 ‘J !/*„ />*„ lb A t 1 


Mic 




2 (i i v 

[P 


i 


/ b |i J 

II 


2bsin anxtlx. 
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§ 15. 

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dali, wen a die Dampfungs- 
konstante klein und ft einem bestimmten Werto n% nahe gelegen 
ist, so dafi die Periods der erzwingendon Kraft nahezu mler ganz 
mit einer Eigenperiode der Saite Ubereinstimmt, die ontsproohendon 
Koeffizienten A n und li n im ailgomeinon groli siiul. Daraus folgt, 
solange der Wert des Exponontialfaktors der Kigonschwingungen 
noeh nicht zu tief gesunken ist, die bekannte Ersohoinung der 
Schwebungen, die aber mit der Zeit dureh den erwiihnten Kaktor 
wieder verschwinilet. 


§ Ii>. 


Kleine Schwingungen in ausgearteten Fallen. 


Die Methode des § 8 setzt wosentlich voraua, dab die Kon- 
stauten A„ .von Null verschieden sind. Der Kail, dali eine von 
ihnen verscbwindet, die entsprechende (JroBe q also in der poton- 
tiellen Euergie nicht vorkonunt, kann so fornmliert werden, dali 
man dem Auadruck der potontiollen Knorgio dieselbe Korm gibt 
wie in § 8, in dor kinetischon Energie und im A usd ruck der all- 
gemeinen Yerriickung u aber oin (Hied hinzufiigt: 



V 


1 

a- 


n 


u — q 0 <PoX + y, <!» 9« X- 


Dann ware oine dor Bewogungsgloichungen 

<i*<h 
dt * 


Go, 


und im Falle des Gleichgewichts hatte man die (ileiehung 
Qo =| Xq> a sr.dx ~~ 0, 

die im allgemeineu nicht inehr erfiillt werdon kann, worm das 
Kraftsystem if in die an der Stelle £ wirkendo Einzelkraft iibergeht. 

Um das (xleichgewicht aufrecht erhalten zu kiinnen, lassen 
wir neben dem System if nocli in jedem Massonelement eine 
Kraft wirken, die bei einer Verschiobung du die Arbeit Ybutlx 
leistet. Alsdann sind die verallgemeincrton Kraftkoniponenten 

Q v — j Yip,x . dx + j X<p„x. tlx , v — 0, n 
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und die erstc von ilmen, die versr.hwinden muB, wird, wenn man 
das System St wio friihor spezialisiort, 

{><, j Yq\.r.(l.r | </>„£ -- 0. 

Diese (Jloichung erfiUlt man am oinfaoliBten, indem man 
r •• <fh* 

netzt; dann habon die <JrbBen Q„ winder die fruliore Gestalt 


Qn 


• J Xf n .r.d.t 




Xrf.c 


<P„ s, 


da die Ausdriieke 

j Yq> n .i:.th' (-pof ■ | q>„x,. <p n .n/.r 

verachwinden. 

Hiorans ergibt sioh itn Fallo dos (Sleiehgewiohts win in £ s 

V- 


<I» 


<Pu t 

A* ’ 


und fur die Verriickuug orhiilt man die Formal 
u = <7o.9o^ + 2 x~’ 

in dor r / 0 eine Funktion von £ bodeutet. Gelingt as speaioll, die 
Kriifte X und Y so m beatimmen, dab bei der von ilmen fost- 
gehal tenon (Ueichgewichtslage die Koordinate tj {) ihren Anfangn- 
wert Null erhiilt, ho iat die (irdlie 


A’(,e, i) 


^ (f lt .(f „{ 

Jh X 

A »t 


als Verrik’kung mechaniHch vollkonunen gedentel, und aie gibt 
ala Kern eine.r Integralgleiedmng genonnnen die Beziehungen 

H'n b 9 | A (j\ y*) </5i ^ * of | A . d »r tb 

Uie hier entwiokolte Methode bloiht mil einer leiehten Modi- 
tikation bmmddmr, wenn die lebendige Kraft T und die Yer- 
riickung n xwei Koordinaten, etwa */ u und #/ ilt enthalten, die in 
der potent iellen Knergie nieht vorkonnnen. Hat man tlemgemEI 
die Gleiehungen 


T 


'/•» t ,7m 


V 


7 H 1 


7" <pu ! '/»]«/.11 ’ 3,7»y»-'d 
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so braucht man nur 

& — — ob ( ltn * •<*«»$ 

zu setzen: clann erhiilt man niimlieh zuniidist dio i*lcnt*huncoil 

$3<p 0 x.dx = — <p 0 £, J Sq\ n J‘^i r 

und wenn X auf die oben gesohilderto W <*ist» in <*ino ptnikturllr 
Kraft ausartet, die im Punkte £ wirkt, ho orgibt sirh 


J Xcpox . dx ■ <p 0 £, J -V <|\»i r. </.* <f,.t i. 

also P - , 

j (X + S') <p fl ,r . dx | (A I £) q ti} .i .tir o. 

Damit ist der Boden fiir die witmm ohvn go/,ogenen SrhitiHM* 
gesichert, und man firnlot ale Wirkung tier pimkttmll gowonhumn 
Kraft X und der Kraft 8 nine Verrurkung von dvr Form 

» — 7o To -f -t- 7oi V n] •»' I V " '/ '' “ ’’ • 

>1 Ui 

Gelingt es hier, <j 0 uiul t/ n zum VerHchwimieit zu bring.-it, so 
ist u der Kern oilier Integralgleiehung, d.-n-n Kigt-nfunktium-n 
9i x i T’a 3 ’) ••• sind; offonlmr geniigt hit-mi, die » ,|i<n 

Gleichungen . 

J « 7 > n .r.(/,r J« Tnl .r. ( /, u 

zu unterwerfen. 

Diese Methode ist ohno Andenmg uuf di*n zu Kudu d.n sj h 
besprochenen Fall anzuwendon, dull die l.dit-ndigc Kmft id.-utiMd. 
verscliwindet und die IlewegungHgUdcdiungen 

dF . rV 
i • 4 .. ii 

d 7 ui 7 tj m 

auf WarmeleitungsYorgiuige anwondbar werdm. W.-un daun dn> 
potentielle Energie V von < h frei i«t, ho nimmt die .•utM.mdM-.ide 
Bewegungsgleichung einfach die Furm 


( /<> — m (jo -- const 

ait, so daB q 0 <p 0 x eine stationiim Tompomtur r.*i« i« rt. i>,-r 
punktuel 1 wirkenden Kraft entaprieht na.-l, $ H Wunm-qu.dle; 

Metkode^dea Kern zu d«, Kigm- 

daJl mari^ 8 * n( *> kann dahar so formuliort w.-rdm, 

daB man aufier der Quelle im Punkte * dun-h dan ganz,- SvMhu 



Sellwingun#en linearer System©. 


59 


t? u\. 


bin Warmemengen auftroten liibt, und zwar im Element dx die 
Menge — <p 0 x. <p 0 g. dx. 

Die hierdurch hervorgerufeno Temperatur K(r, g) suclit man 
dann so zu spozialisieren, dali 

| K(.>\ $) q>„:r ,<l.r 0 , 

was mbglich ist, da man jeder stationiiren Temperatur einen 
Summnnden const. q> n x boifugen kann. 1st dio letzte Gleichung 
orroicht, so erwartet man die bilineare Formel 


/v(.r, 


<}'n X - <Th £ 


$ i<;. 

Spezielle FSlle von Ausartung. 

Wir wenden die lotzten Formeln auf den Fall eines longi¬ 
tudinal sohwingenden liomogenen Stabos von der Lange und 
Masse Eins an, dessen Enden frei sind, und der demgemafi in 
seiner Langsriehtung vorsohiebbar ist. Bewegungsgleicbung und 
(inm/.bodingungon sind folgendo: 

('•' II ()" it ru n - 1 

(•'/■ f { ,r" ’ i\r 

Diese Korderungen worden orfullt., wonn man u konstant 
sotzt, was offonbar nine longitndinale Verseluebung des unver- 
zcrrton Stabes bedoutet. Allgemein kann man daher setzen: 

<r„ x i, « -'/« ( 2 <i» x ; 

n „ M) 

Hodann limit 4 ! man aus dor Ibnvogungsgloicltung, indem man sie 
auf jodos oinzolno <dor lotzton Summo amvondet, 

I // a f/ M I d*Up n j' _ 

*/„ ,/f* i Pn j' r/.r» “ ‘ M 

uml dio Uronzhodingungon orgobon, dali 

A„ - ) 2 mHn7r.r 

zu Botzon ist. 

Nun ist bid dor zugrundo gelogten Form dor Bewegungs- 
gloiolmng t n t)x dio in dor Kiohtung wachsexuler x wirkend© 
SjmmmuK; wonu dalu*r In oinom Bunkto x ' | oinc Linzelkraft P 
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S IB. 


wirkt, so mufi dieselbo mit den auf boidcm Soiteu dirtier Stello 
angestrebten Grenzwertcn dor Spannung im Gloiehgewieht Ht *in: 

o, 

3.r *.« ' 

Oder fur P = 1 

»«.'*•" . j 

3 x • . ( o " 


Wirkt fei-ner in irgond oinom Element, ti.i eine longitudinalo 
Kraft Ydx, so mud sio im Gleiehgowieht Htelien mil dor Itemil- 
tante der in don Enden des KlomentH auf dieses wirkemlen 
Spannungen, also 


Ydx-Y 


3 u * t- rf * 
8.r , 


V ! 


f‘ a n 

( % x 3 


o. 


Suclit man also nach dem An sat a den £ 15 din itltdrliginvirldH- 
figur des Stabes unter dor Wirkung inner tin dor Sttdle £ an- 
gebrachten Kraft von dor Intcmsiiat Kina mid <*im*r im Klcnnmt 
dx angebracliten Kraft 

Ydx - <p^x.y> {) laLv dx % 


so ist die zugehdrigo Verrtiekung diejenige hunting dec ftltnchung 


d* a 
dx* 


o, 


die die Grenzbedingungon 


dn x 
dx 


0 


erfiillt und an der Stella £ eina Unatatigkidt darhmttit, din tlurch 
die Gleichnng 

d u 

dx (il , 

definiert wird. 

Als Losung dieser Aufgabe ergibt nidi, wia ^cliuii in 1 
bemerkt ist, fur x < f 

W =—S + —^ * + f * 

fur x £ 
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ir>. 


und wenn man u durcli K (x, g) ersetzt, gilt fur die Funktionen 
<p l ,r, (f-ix,... die Integralgloichung 

<p n r = rf* H a ) A(.r, £) qp„£.d|, 

U 

was man aim den Dil'i'erentialgleiehungen, dcron Integrale K (,r, £) 
und <p n x bind, leiclit vorifiziert. Die Konstanto c beatimmt das 
(Hied <i n q> n x in dor allgomeincm Formol des § 15; setzt man 

so fmdot man 

\ 

j K (.r, £) d £ -o, 

0 


und dieso Oleicliung bedoutot offenbar, dab dor Keliworpunkt. des 
Stabes seine ursprunglicbe Lage behiilt. 

Kin vorwandtos Deispiel bietol das in § 10 betrachtete ro- 
tiorende Seil, wenn es nicht in der Acbse endet, scmdern sicli 
von x ~~ — 1 bis x — -f-1 erstreckt und aucb da, wo es die 
Achse scbneidct, lungs diesor boweglich ist wie ein Faden in 
oinem liingliehon Nadelblir. Mim hat dann fiir die Funktion <p„ 
die Iiodingung, dub die Drbbeii <p„(-(- 1) und (— l) cndlieh 

sein iiiiissen. Die Kandwortaufgabo, in der die Differential- 
gleiehung 


auftritt, hat. aiudi nine Lbsung, wenn A -- 0 gesetzt wird, und 
zwar die Konstanto; norniiort man, so orgibt sich 

1 

12 ' 

I)n nun wie in § 10 auoh him* din Spawning (lurch 


anHgedniekt 

(ilmchung 


wird, ho lindet man fiir Am (ireennchc Funktion die 


,1 

f t 

,.'il ,ln ’ 

,lx 

0 

] (lx 

(l 



(lx 

(1... 



i >rr 0i 
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und die Unstetigkeitsbedingung 




du 


1. 


dx g+ o 

Setzt man u — K(x, |) und bestimmt die in u verfiigbare 
additive Konstante so, dab die Gleichung 

\K(x^)dx = 0 

besteht, so findet man 

r — | log [(1 — X) (1 “f" I)] — 2 + 1°8 ^ > 

= —ilog[(l+a?) (1 — |)] — | + log 2 . 

Die Losungen des Randwertproblems sind, wie im vierten 
Abschnitt naher ansgefnhrt werden soil, die Legendreschen Poly- 
nome beliebigen Grades. 

Ein weiteres Beispiel dieses Falles findet sich bei den trans- 
versalen Schwingnngen eines Stabes, dessen Enden beide frei 
sind. Halt man die Bezeichnungen des § 11 fest, so hat man 
fiir die Yerriicknng die Differentialgleichung 

( 1 ) 


x < i< (,x , i) 


dx 4 

und die Grenzbedingungen 
d 2 u 
dx 2 


d*u d 2 u 

a ^ + w 


o 


( 2 ) 


,o,i 

Sis 


0. 


Diese Forderungen werden zunachst erfiillt, wenn man 


w = q_(px 

setzt und die Differentialgleichungen 


<p"x — 0, 


d*q 

Iti 


gelten. Die Grobe <px kann dann aus zwei linear unabhangigen 
hn^ren Funktionen von a, etwa 1 und a-c zusammengesetzt 

werden; daese smd aber nur dann zueinander orthogonal, wenn 
die Gleichungen 

i 

j(x — c) dx = o, c = i 

0 

gelten. Die Funktion x—\ wird ferner erst dann normiert, wenn 
816 nut 1/12 maltiplizieren; denn man findet leicht 
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Hiernach wirtl man sotzen konnen: 

<p u x = 1, <p nl .r - j/l2 (.r — i), 

imd oh gibt spezicdle Verriiokungen von tier Form 

a ■ <Yq qp« .r — f/ 0 « * '/oi 9oi * r — V 12 <7<u • ‘ ?)> 

in denen r/ () und r/ 0I lineare Funktioncn dor Zeit Bind, bo dati 

d'*<h _ rf a <7«i _ 0 
tff* ^ ,//a U * 


Dio mechaniBoho Bedeutung dioser Vorriickungon ist leioht 
orsichtlich: die orste orgibt eino longitudinale Versohiebung don 
unvorxerrton Stabon, die zweito oino Drehung um don Mittol- 
punkt x =; J. DaB die potentiello Energie don Ktabos von den 
Amplituden dieser Bewegungen unabhitngig ist, wenn von dor 
Kchwerkraft abgesehen wird, machen schon allgemoine dynamincho 
Erwagungen plausibel. 

Fernor werden die Forderungen (1) und (2) erfiillt, wenn 
man ansetzt: 

n = q H cp n x , 


(*) 


d 4 (fn 

<(X' 




(l 2 Cp n ^ _ d n Cp n |°» l 

d x 2 " <lx* j 


(4) 


d' 2 <ln 

dP 


+ {/„ 


0 ; 


Bind m n die positiven Wuraeln der Gleichung 

oosm Gofm 1, 

so findot man 

K 

und wenn man die Fimktionen <p n x normiert, 


am} n 




(Hinw„-3iiw« n )(coBwi ll .r'U^ofw ll .r)-(oosw M - ( f oim #l )(8inw M a*+3in m n x) 
Ifl m n - sin m n doj m n 


Aus den Gleichungen (3) folgt leicht 
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auiierJem aber auch 


2 1 

| cp n a.du = y J (p^u.da = — ^'O] = 0, 

0 0 

f 3 1 

ja^a. ~ j aqj'n K.da = 1 a^'a ; 1 — j* (p"' w . d a | 

'■< \ " ° o 


-(ucpn'a — ylla)' 


0. 


Die Funktionen (p n x sind also nicht nur untereinancler, 
sondem auch zu den Funktionen cp 0 x und <p 01 x orthogonal. Man 
findet daher, indem man 

u = q 0 <p 0 x + q Q1 9 >oi # + ^ cp n oc 

n 

setzt, fur die lebendige Kraft des Stabes den Ausdruck 

r= >/(»)’ d * = H«+«. + £4 

0 ■ n J 

und die Bewegungsgleichungen (4) und (3) werden richtig er- 
lialten, wenn man fur die potentielle Energie den Ausdruck 

* 

ansetzt ” 

r * ll ? der aU S emein en Metkode gemafi den Kern ft in P r 

<Pn £*sind Classen wbr Tm^Punkte Ta di ® Funktionen 

der Intensity Eins wirken- die vL transver8ale Kraft von 
hat dann nach 8 li tt + +• kswirkte Verriickung u 

nach § 11 die Unstetigkeit, die durch die GleicW 

(5) d s u |£—o 

— a-i — — 1 

i£+o 

rtAM^^einrtranCTeraale^raft ^ ^ ^ V ° n der Ver * 

ber, lassen wir nun aufierdem die Krafte 

~( ( f’oX-<p 0 £±( PoiX ' CP(ji Q dx 
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§ 17. 


wirken, so ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung die Gleichung: 
c&^ u 

( 6 ) <P<>x-<Po£ + == ® 

Oder d 4 M , , , inf 1 Wf. i\ .. 

(l d^ + 1 + 12 (» —i)(S-0 = °- 


Diese Differentialgleiclrang verbunden mit der Unstetigkeits- 
beziehung (5) und den Grenzbedingungen 

d a u # > 1 _ d 3 u °> 1 _ 

dx 2 dx 8 

ergibt durch. elementare Itechnung folgenden Ausdruck: 


au — aX(x, |) = 


12 " 


* # £ + .*li 5 , x*g-{-xg* 


10 


+- 


z« + l 6 *4 + ^ a»| + a:g» , x* + g* , I3 wfc 

20' 6 “ 4 .35 fe 


11 

210 


(» + !) + 


_1 

105' 


Aus den Gleichungen (4), (5), (6) folgt mittels der Identitat 

d*w d A v _ d r d s iv d 3 v dw d't-v dv d s ?(f| 

v dx* w dx* dx y 3 dx ® W dx 8 ' dx dx 2 dx d.r.*.| 

die Integralgleiclmug 

1 

<pn § = K j K (x, g) <p„ x . d X 

0 

sowie die Beziehungen 

i i 

j' K (rr, £) (p 0 x.dx — [ K(x, i*) <p Ql x.dx = 0. 

6 o 


§ 17. 

Die ausgearteten FSlle nach einer zweiten Method©. Systeme, deren 
Schwingungszahlen sich im Endlichen haufeii. 

Eine and ore Method©, die ausgearteten Falle m behandeln, 
ergibt sich, wcmn man davon ausgeht, daB die ersten Eutwickhmgen 
des § 12 giiltig bleibeu, wenn beliebig vielo der Ivonstanton X 
verschwiuden. In den Entwicklungen namlicli, die von der Glei¬ 
chung (1) aus zu dem Resultat (2) fuhren, treten iiberall nur 
die Nenner X n —• jP auf; ist also ft von Null und alien nieht 

Kne«ur, Intogralgloiohungou. 2. Autl. g 
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verschwindenden Werten l n yersehieden, so reprasentiert der 
Ausdruck 

U = 2 l^I -p\*<P»X.dx 

die Amplitude einer erzwungenen Schwingung, und di ist der 
ftaumfaktor der wirkenden Kraft. LaJ3t man diese wieder in 
eine allein an der Stelle £ wirkende Kraft yon der Intensitiit 
Eins in der Weise ausarten, da£> die Gleichung 

= 1 

gilt, so geht die GroJBe u in die Form 


(!) 


u 


=2 


<Pn%-<P »j 

K — fi* 


iiber, und diese kann als symmetrischer Kern einer Integral- 
gleichnng benntzt werden, deren Losungen alle Funktionen <p n x 
sind, gleiehviel, ob die zugehorigen Werte X n verschwinden oder 
nicht. Denn offenbar gilt die Gleichung 

= (K — /? 2 )| U(p„zdx, 

und die Differenzen l n — p sind alle von Null verschieden. 

Der Nutzen dieser Bemerkung beruht darauf, daC die meclia- 
mscbe Bedeutung der GroBe u unter Umstanden gestattet, sie 
explizite auszurechnen und dadurch die bilineare Eeihe (1) strenge 
zu summieren. 

Wirkt z. B. anf die transversal schwingende Saite oder den 
longitudinal schwingenden Stab im Punkte x = | die Kraft von 
der Intosita cos 01 + y) ond soli di, Verructung . fa ofaen 
Kaum- und Zeitfaktor nach der Gleichung 

u = ucos(/3 t-\-y) 

zerfallen, so mufi nach § 9 (3) die Gleichung 


cos (fit + 7) — ~ cos (fit + y) 


oder 


bestehen. 


\£—o 
i+o 


dn 

dx 


§-Q 
£+o 


= 1 


Ferner gilt allgemein die Differentialgleichung 

pu = 0 , 
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und die Grenzbedingungen sind im Falle der Saite 


im Falle des Stabes 


10,1 


0, 


(l a I°» 1 


dx 


Die diese Forderungen erfiillonden GrolJen u sind aber sehon in 
§ 1 bestimmt; man findot bei dor Annabmo x > £ fur die GrbBe 
u im Falle der Saite 

6hi ft (1 — :r)6in j8£ 
ft v£iit ft ’ 

im Falle den Stabes 
W ft £in ft 

und bei dor Annalime x £ sind die Buohstaben x und £ zu ver- 
tauschen. 

Dio samtliehon beim Stabe auftrotenden Eigenfunktionen, 
auch die Konstante, der kein Glied in der potentiellen Energie 
entspricht, sind also Eigenfunktionen des Kernes (2), und der Eigen- 
funktion 1 cntsprieht dor Kigenwert — /i 2 , der Eigenfunktion 
V2 oos nir x dor Kigonwert jr- n* — ftK Nimmt man ubrigcns ft 
komplex, so ist, dor Ausdruck (2) im Sinne dor Fnnktionentheorie 
oino moromor})ho Funktion, doron Partialbruohentwicklung einen 
sirengon Boweis fiir die bilineare Formel des Korns u liefert und 
fornor noeh fiir die Entwicklung seiner Ableitung nach x oder £. 
Diese Bowoismethode In (it sieh, wie wir spiiter sohen werden, 
nueh iu allgomoinereu und schwierigeren Fallen anwenden. 


Dior inogo oino Betraehtung fiber ausgeartete Groonscbe 
Funktionen Platz linden, dic^ von Fredholm horriihrt und von 
Schaefer auf dic^ Theorio der Dispersion und der Sorienspoktren 
angewandt ist. 

Soi A' (./*, a) oinor dieser Kerne, fiir don die Gleiehung 

i 

J K (x, a) da — 0 

u 

oder allgemeiner die Gleiehung 

i 

(d) J K (.r, a) <la — a 

0 


5* 
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§ 17. 


gilt, in der a eine negative Konstante bodeutet. Sei ferner &x 
die Verriickung an dor durch x bozoielineten Stelle eines linearen, 
von x = 0 bis x = 1 erstreckton Massensystema ')J1 und werde 
angenommen, dali das Massenelomont dn auf das Element dx 
die Kraft K ^ ^ | (h) r _ w w | f / >r ( { a 

ansiibt. Dann wirkt auf das Element dx die Goaamtkraft 

1 

dx j 

0 

und man erhiilt die Bewegungsgloiclumg 


dx 


d*(dx 
' ?-t* 


dx 


l 

J A>,«) |M.e 




Soil das System harmomseh schwingen, so hat man etwn 
( H )j' (pj'.CQH{(it -f V) 
zu setzen und erhiilt sofort 

i 

— (P <p .r r- j K ( j \ a) [ <p x <p «I ii a , 

o 

oder mit Mcksieht auf die Gieichung (iJ): 

— /3* 9 >a: = a<px — j K(x, <*)<p(t.doi, 


(4) <jp x 

wobei zu setzen ist 
l 


\ 

A | A'(r, a) (pa.duty 

<i 


a -f- /i 


% , (i* ~ -• U f ^ 


Die Eigenwerte der Gleichung (4) werden sich mm, soweit 
man nacb alien bisherigen lloispiolon vennuten darf, nur im 
Unendlieben haufen; sind ihrer unendlieh viele, win in den be- 
trachteten Beispielen, so erhalt das Massensystom 'jjl unendlieh 
v iele Schwingungszahlen /l, die sieh in der Niihe des Works 
V — a haufen. 

Auch die erzwungenen Schwingungen dieses Systems sind 
leicbt zu iibersehen. Wirkt niimlicb auf das Element dx die Kraft 

dx.% cos {(it 4- y) 

und versucben wir, 

®x — u cos (p t + y) 





£ 17. Schwinjcungen 1 In oarer SyHtomo. (;<j 

zu setzen, so hat dio IiewegungNgleiclmng dio folgeude Form: 

1 

fS2 (h) x [• 

d ^ p — <i I A' (.r, «) j M ,r •— M «] </« ■1 d . A' cos (/S 1 + y); 

0 

Hi© ergibt fiir it die Gloiehung 

i 

QP a) u j K (x, a) u (a) da — £, 

0 

also eino nichthomogeno Intogralgleichung, die durch die ISchmidt- 
Kche Formed nach § 12 wofort goliist werden kann: 

u - * -V - » ^ fx - 9n-<-<l.r. 



Drittor Abaohnitt. 


Allgemeine Thoorio <ler Intognilgleichungon 
mit syinmetrischeni Korn, 


§ 18 . 

Die Schwarzschen Konstanten. 

In don ersten beidon Abschnitten ist nnr von Integral- 
gloichungen die Rode gewesen, bei donon die biliuoare Fennel 
gilt; sie wurde entweder durch bosondere Untersuehung den Korun 
bewiesen oder, wie an einigen Stellon den zweiten AbsehnittCH, 
nur plausibel gemaclit und vorausgesotzt. I Hose Liickon fiillen 
sick durch den Hauptsatz der Theorie dor ayminotrischou Korno, 
der von Hilbert und dann nach andercr Methodo von Schmidt 
bewiesen ist und dahin lautet, dali jedor atetige aymmotrisehe Kern 
mindestens eine Eigenfunktion besitzt. 

DieBuchstaben x, y, «,... rnogen Stellon eines reollen Grund- 
gebietes von beliebig vielen Dimensional!, d.r, dy , da , ... die 
Elements dieses Gebietes bedeuten; jodes uubeatimmto Integral- 
zeichen bedeute die Integration iiber das (Irundgebiet, also ein 
so vielfacbes Integral, wie die Anzahl der Dimensionen des (irund- 
gebietes betragt. Durch K(x,y) werde eine roelle, itn (irund- 
gebiet stetige, in den Stellen x und y aymmetrischo Funktion 
derselben bezeichnet. Die Behauptung ist, daB die (Heichung 

<p% = A j K(x,M)(pa.d<x 

'lien ist durch passende Wahl der Konstanten A und dor 
JP« als im Grundgebiet stetiger Funktion der Stelle x, 
ner Funktion von so viel Variablen, wie die Anzahl dor 
donen des Grundgebietes betragt. 
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8 IK. 


Der Grunclgedanke des Schmidtschon Beweises kami nun 
deutlich gemacht werden, indom man ganz bedingt von der 
bilinearen Formel 

K (,r, y) 

H 


2Lj ~ . L. " 


ausgeht und wie gowdlmlich die Gleichung 


cp H x 


X n | K (#, a) (p n a. da 


ansetzt. Ersetzt man dann in der bilinearen Formel y durch «, 
multipliziert mit K(a,y) und benutzt die Intogralgleichung, so 
ergibt sich 



K («, //) d.r 


X 

H 


(p n X.<pn]l 

7C> 


Die linko Soite dieser Gleichung liciBt tier zu K (;/*, y) gehdrigo 
einmal iterierte Kern imd wercle (lurch A>(,r, ?/) bezeichnet. Setzt 
man rornor allgemom 

K n + 1 (*r, y) — | K n (x, cc) K (*z, y) t/a, 


wodurch die mehrfach iterierten Kerne definiert sind, so ergibt 
sie.h die allgomeine Formel 


Iv n (.r, y) 


<Pn&-<Pny m 


Denkt man sich mm die Eigcnwerte l n nach wachsender GrbBe 
des absoluten Botragos geordnet, ho wird das erste Glied wahr- 
scheinlich sehr bald die spiiteren iiborwiegen, und orgeben sieh 
bei grolJon Werten von m die aimahernden Gleiclmngen 


K> n (./■ y) Af ™ cp x x. (p t y 

und hioraus, wonn die Funktion (p x x der Gleichung 


gemiUJ normiorfc wird, 

I A’"‘ (,l\ X) (/,»' : 

Hiernach (‘rwartet man, den kleinsten Eigenwert X x durch die 
Formel 


1 

h 


—z lim 

m »» 


K m 5 1 (.r, x) (l x : J K m (j\ x) d x 


und (due zugehorigo Eigenfunktion q\x durch die Gleichung 


('<p x x = lim K m (;c, y) Af 

m Tti 
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.1 h'itter AbHchnitt. 


§ 18. t 

zu erhalten, in der C eino von x unabhiingige Grbbo bedoutet. 
Der Schmidtsche Beweis, den wir gebon, zuigt mm in der Tat, 
dab die in den letzten beiden Gleichungen auftretonden Grenz- 
werte existieren nnd in gewisser Woise die gOHUchton GrbBen 
ergeben. Die in der vorletzten Gleieliung auftretonden Integrale 
sind die Schwarzschen Konstanten U m . 

Das allgemeine ITaupthilfsmittel ist die Schwarzsclie Fn- 
gleichung 

[ Vxdx | 2 <; j {fxfdx j dx, 

in der fx und Fx auf dom Grundgobiot stetigo Fuuktionen des 
Ortes bedeuten; sie kbnnon aucli unstetig sein, worm nur die 
Integrale ib.rer Quadrate und ihres Produktes iibor das Gruiul- 
gebiet endlich und bestimmt sind. IJntor dieson Voraussotzungen 
gilt, wenn p und q beliebige reello GrbBen sind, die offenbaro 
Ungleicbung 

10 >fx-Y qFxydx 2> o 

oder 

P i j(fx) a dx + 2 pq j fx.Fxdx -)-• </ 2 J ' l (I<'x)*dx 0. 

Nun kann die quadratische Form Ap* 4 i ilipq f (?q* nur dann 
bei beliebigen Werten von p und q niomalH negativ werden, 
wenn die Ungleichung 

A C—Ii* ;> 0 

gilt, und damit ist die ausgesprochone Behauptung erwiesen. 

Um nun zur Unteraucbung der Schwarzschen Konstanten 
iiberzugehen, beginnen wir mit der Bemerkung, daB auch die 
iterierten Kerne symmetrisch sind. 

Denn ist dies bis zu A' n (x, y) hinatif bewieaon, so gilt die 
Gleichung 

K tt + 1 (y, *) “ J K n (x, y) K (x, s) d x 

— | J A" ~ 1 (x, x) K (m, >j) A’(x, m)(ixd a, 

oder, da man 

j A" - 1 (m, x) A (x, e) d x = A* («, a) 
einfiihren kann, 

K n + 1 (y, a) = j K" (u, e) A (u, y)du ~ - K>‘ ' 1 (», </), 

womit das Behauptete erwiesen ist. 

Femer gilt die Gleichung 

(!) K* + r (x, y) = jA"( a ,*)A'(«,y)d«, 
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§ 1H. 

jedenfalls fur r — 1; gilt sie aber fiir irgend einen Wert von r, 
so gilt sic auch fiir don um Bins groCeren. Denn aus ihr folgt, 
da man die Integration on vertauschen kann, 

j K n + ’• (x, //) K (//, z) d // = j j K n («, x) K r («, y) K (r, y) d a d y, 
oder 

K n + r + 1 (x, £) = J K* (a, x) K r + 1 (a, s) d a, 

wie behauptet wxirde. Die Gleichung (l) gilt also allgemein. 
Ans ihr folgt sofort 

U n + r — | | A> (w, %) K r (a, x) d a d jc, 

ll ln r:r j J K n («, x) 2 d OC (1 X, 
und hicraus naeli dor Schwarzsehen Ungleiohung 

(J n ^. r If‘j n . U % r? 

und speziell 

(^) If in f/fin —a ^2n + 2* 

Ferner lafit sich zeigen, daC all© Grofien J7 an positiv sind. 
Denn zunachst gilt dies von 

f f 2 “ j K 2 (a, r/) d a — j j K (.r, a) K (7r, oc) dxd a, 

da A (,e, //) nioht idontisch verschwindet. Ware mm lf 2m die 
orste vorsohwindondo dor GrdUon // 4 , , ..., so hatte man der 

Gleichung (1) zufolgo 

(f Im - j J K m (x, of d x d «, 

also vorsehwamle K m (x, a) idontisch, mi thin auch der Form el (1) 
zufolgo K m 1 1 (.r, «). 1st dann 2r die gerade der Zahlen m und 
ni -F 1, so verschwindet die Griifie 

A “ r (j\ x) — J K r (x 7 oc) 2 d <%, 
mithiu auch K r (x y a) idontisch, mithin ist 

l V ™ J K r (rz, «) da • • - 0, l V i = J Jt r + 1 («, a) da = 0. 

Dumit gorieto man aber in einen Widerspruch zu der Voraus- 

setzung, l ? 2 m mi die erste versolrwindende in der Iteihe der GroBen 

IL f 

Man kann daher in der Bezielmng (2) stets (lurch J7 a ». U *«_ a 
dividieren und erluilt 

( J 2n ^ Bin + U 
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Anderseits ergibt sich mittels der Gleichung (1) aus der often- 
baren Beziehung 

j[p*K m (x, d)* + 2pqK m (x,a) K r (y,a) + if K r (y, a) 2 ] dcc^> 0 
oder aus der allgemeinen Schwarzschen Ungleichung das Resultat 
K M + r (x,tjf< ^K m (x, cifdujK r {y, ufdu, 
and hieraus, indem man uber das Grundgebiet zweimal integrieit, 
f \ K mJ - r (,r. y'fdxdyf^jj K m (x, uf dx da. j j K r (y, ufdyda, 
oder 


( 4 ) 

und speziell 


U 2 m -f 2 r ^ m V ir 

& 2 m + 2 


u 2 „ 


TJ % . 


Die positiven Grofien U 2m ± 2 : U 2mj die nach der Relation (3) mit 
m wachsen, bleiben also unter einer endlichen Schranke, und es 
gibt daher einen positiven Grenzwert c derart, dafi 


lim ^Jl+1 

» = oo U 2 n 


= G 


U 2n 


4 - 2 


£4 n 


c; 


die letzte Ungleichtmg kann aueh geschrieben werden 

^2 n -f 2 ^ U% n 
C w + X = c n ’* 


so daB die positiven GroBen U 2m :e m unter einer endlichen Schranke 
liegen und sich mit wachsenden Werten von m einer nicht nega- 
tiven Grenze U annahem. Diese ist positiv; denn schreibt man 
die Ungleichung (4) in der Form 

7L H 2 . 9 * + 2 r TT 2m + 2r t4 m + 2r- — 2 Kw+2 

= t; * °2 r ^ 77- Yj -- • • ——I—, 

2 m b/2 m +■ 2r—2 ^2m-\-2r — 4 U 2 m 

so sind aHe einzelnen Briiche auf der rechten Seite der Be¬ 
ziehung (3) zufolge nicbt kleiner als der letzte von ibnen, also 

and da die rechte Seite dieser Ungleichung sicb bei wachsenden 
Werten von m der Grenze cr nahert, folgt allgemein 


und hieraus 


U> 1. 
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S n». 


8 1 »- 

Beweis lur die Existenz einer Eigenfunktion. 

Die m Anfang dee vorigen Faragraphcn durehgefiikrten 
heuristischen Retraehtimgen fiilircn nun zn der Vermutung, dafi 


d. h. gleicli dem Quadrat den kleinsten Kigenwortoa, und dafi ein 
zugehoriges Aggregat von Eigenfunktionen in der Form 

lim A 4 * A' 4 "'(•/',//) — lim ?/) 

m w> m of 

darstellbar ist. Jetzt sind wir hinreichend vorboroitet, um zoigen 
zu konnen, dafi dieser Gronzwort wirklich existiert. und eine 
Eigenfunktion des Kerns y) darstollt. Aus der Gleichung (1) 
dos § 18 folgt namlieh 

ii 2m ^ an (x,y ) K %n (x,y) 

c m + n c n 


1 ’ * ... , ... .. K~ }U 2 » ti) /Dl . 7 . 

-- h (r, a) A (//, ji) <w , „ \ - i d « d t*. 


und hicraus naoh der SoliwarzBehen Ungloielmng 


A'» m 1 “ N (.r, y) A ' 211 (x,t/) 


€ n 


^ i 

S3 r a 


a )“ I\ (//, fry* d a dft 


j / v 2 m l a »i ( 

L ( ,n * n 

[[,(«,( ( i ]( A '” | fly _ 2 a--* ■—■(«,«*»■ ■ *(«,« 

odor, uadi dor Definition der (JroISen / 

K- m 1 4 ” (.r, //) _ K‘ in (.r,>/) a j r., m + 1 „.- 4 _ 2 4 , l\„-4\ 

( ,m \ n " (*n w } 2 w — 2 ( m a«.-2 * ^*2 h — 2 | 

• ^ j" K (x, «)•' A’ (»/, /l)- d « d /l 


lHer wird die Klammer auf der rockten Seite, sobald n hin- 
roiehend groli gewiihlt ist, so kloin, wie man will, da dann ihro 
(ilieder den Worten — 2 O', U beliebig nahe liegen; der zweite 
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Dritter Absclmitt. 


§ 19* 


Faktor der reehten Seite liegt unter einer festen Schranke. 
Ungleichung zeigt also, dali der GrenzprozeJS 


lim 

m~<x> 


K 2 ”'(x, y) 

c m 


Die 


beziiglicii der Variablen x, y im Grundgebiet gleichmaBig konver- 
giert, und zwar gegen eine stetige Funktion f (os, y), die offenbar 
in x nnd y symmetrisch ist. Sie ist ferner Eigenfunktion des 

Kerns K* und gehort als solcbe zum Eigenwert —, wie die 

c 


Gleichung 

K*™+*(x % y) __ _1 
1 c 


K% (x, a) 


K°- m (y,oc') 

c m 


da 


zeigt. In dieser kann man wegen der gleichmafiigen Konvergenz 
des Grenzprozesses m beiderseits unendlioh wachsen lassen und 
erhalt so 


f (*> y) 


nnd ebenso 


K 2 (#, a) f («, y) d a , 


ffay) = j J K* (y, «) f(x, a) d K. 


Endlich verschwindet die Funktion f(x, y) nicht identiscb, da die 
GroBe 

j f(x , x) d x 

sich, wenn n hinreicbend groB genommen wird, von 
^K 2 ”(x,x)dx = ^, 

also auch von U beliebig wenig unterscbeidet. Letztere GroBe ist 
aber als positiv erkannt; beilaufig ergibt sich noch 

\f(x, x)dx — U. 

Hiermit ist eine Eigenfunktion des Kerns K 2 konstruiert. 
Wenn aber eine Gleichung von der Form 

(0 <P x = A j" K 2 (x, a) <pad a 

besteht, in der l positiv ist, so setze man, durch a eine Konstante 
bezeichnend, 

^ i>x= cpx— a^K(x,«)q>ci.dot; 

daim folgt 

l K ( x 'fi*P- d P=iXtefi9MP-alK(p,a)K(x,fitpu.dctap 

~ ^ — a J cc)(pcc . da , 
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wobei im letzten Gliede rechts die Intogrationen vertauscht sind, 
uad die Gleiohungen (1) und (2) ergeben 

J K(x, (i) ipfi.tip = * X ~ 9X ~l<P 

also, wenn a = y l gesotzt wird, 

tyx = y l j IC (x, (i) 4' ft * d fi- 

Damit ist gezeigt, dab auch der urspriingliche Korn K (x, \j) 

eine Eigenfunktion besitzt, dio m dom Eigenwert y l gehort. Das 

wilrdo auch gelten, wenn i'x identisoh versehwando; donn dann 

ware , , 

q>x — y X K (x, a) q a . d «, 

also q)X solbst sclion die gosuchto Eigenfunktion. 

lliormit ist vollstiindig bewiesen, dab joder reelle stetige 
symmetrische Kern mindestens oine nicht identisoh ver- 
schwindonde stotig© Eigenfunktion besitzt, die zu einem 
roollen Eigenwert© gehort. 

Eine bedeutsame Verallgemeinorung ergibt sicb sofort aus 
dem soeben vollzogenon tJbergang von <px zu t^x, von K % (%, y) 
zu K(x, y). ttei jetzt die symmetrische Funktion i£(x, y) auf dem 
Grimdgobiet unetotig, violleioht auch unerullich, aber so beschaffen, 
dab, wenn fa und /‘(oc, x) auf dem Grundgcbiet stiickweise stetige 
Funktionen von einer und zwei Stellen sind, die Grobe 

j K (x, a) fa da 

cine stetige Funktion von x ist, dab ferner bei dem Integral 
J j /‘(sc, a) K (x, a) d x d a 

die Folge dor Integrationen gleiehgultig ist, dab dasaolbe bei dem 
erston dor Integral© 

[ j K (x, a) K (//, a) / a . d a d x, J K (x, a) K (?/, a) fa . d a 

gilt, und dab das zweite dioser Jntegralo oine stetige Funktion 
von x und // ist. Kndlich mbgo auch das Integral 

j j K (x, a) K (;//, a) /*(«, x) dx dy 

VertauHohung dor Integrationon gestatten. Dabei definieren wir 
win in §2 dio Eigenschaft des stiickweise stetigen in folgender 
Woise. Das Grundgcbiet werde in eine endliche Anzahl von Teil- 
gobieten zerlegt; bewegt sich die unabhiingige S telle in einem 



Dritter Absehnitt. 


§ 20. 


i £ 

Teil-ebiet mit EinschluB der Randlinie, so andert sich die ab- 
h : ingi"e Grofie stetig; ibr Wert scat einer Randlinie braucbt mdit 
eindeutig festgelegt zu sein. Sind diese Voraussetzungen erfullt, 
so wolle°n wir K einen braucbbar nnstetigen Kern nennen. 

Dann ist jedenfalls auch die Grobe 

K » (x, y) = J Kfa oc) K (y, a) dec 

m x und y stetig und symmetrisch, karin also als Kern einei 
Integralgleichung (1) genommen werden, die nacli dem bewiesenen 
Hauptsatze eine stetige Losung besitzt. Der tlbergang von dieser 
ziir Gleichung (2) kann dann ebenso gemaeht werden wie soeben, 
da die dort hervorgehobene Anderung der Integrationsfolge gerade 
eine von denen ist, die bei brauebbaren Kernen erlaubt sind, und 
da, werm (px stetig ist, dasselbe von H>x gilt, da diese GroBe zufolge 
der ersten der die Braucbbarkeit kennzeiehnenden Eigenscbaften 
in x stetig ist. Damit ist gezeigt, daJ3 aucb jeder brauclibax* 
unstetige symmetrische Kern mindestens eine stetige 
Eigenfnnktion besitzt. 

Ein braucbbar unstetiger Kern ist mit semen Eigenfunktionon 
sebon im zweiten Abscbnitt vorgekommen; auf der Strecke von 
x = 0 bis x = 1 als Grundgebiet setzten wir, wenn x | wax*, 

K{x, © = logg, 

nnd dieser Kern wird unendlicb fiir x = £ = 0. 

§ 20 . 

Das vollstandige System der Eigenfunktionen. 

Lm die Gesamtbeit der Losungen einer Integralgleichung 
uberblicken zn konnen, nebmen wir an, zu dem Eigenwerte A 
gehore eine einzige oder allgemeiner To zueinander oi'thogonalo 
und normierte Eigenfunktionen q) 1 x, cp 2 x ,... cp^x als Losungen 
der Integralgleichung 

( P X — & | K (pc, a) cp a . d a, 

so dal die Gleicbnngen 

S<PrX.Cp s X.dx = 0, V,Q = 

i{<prX)*ix 1 
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gelten; dabei braueht der Kern zunachst xxicht symraetrisch vor- 
ausgesetzt zu werden, sei aber stetig. Wir bilden nun die nicht 
negative Grbfie 


P = 




I K(x, a) 2 doc + — 2 2 c v \ K(x , a) cp v >ada) 


setzen wir besonders 


so folgt 


und hiornus 




K (x, a) <p v a da 


<p»® 
l ’ 



und diese GroBe ist wi© jP nicht negativ. Daraus folgt 
k A 2 j*J K (x, a) 2 (I a dz\ 

d. h. die Anzahl k hat cine gewisse obere Schranko, und zu jedem 
Eigenwerl kann nur eine ondliehe Anzahl zueinander 
orthogonaler Eigonfunktionen gehoren. 

Dies gilt auch im Fall© ciues brauohbar unstetigen symmo- 
trischon Kerns nach dor Definition des § 19; denn auch bei ihm 
hat die Groile P und die rechte Soito der Ungleiclmng (1) einen 
endliehen Wert. 

Sei nun das System der Funktionen cp x x, <p$ x,...cpjc% ein solches, 
in dem k semen grdfiten Wert erreieht; dann lafit sich zeigen, 
da(5 jede zu l gehorige Eigenfunktion in der Form 


<\y x X |-6* a .i C k (p k X 

dargestallt werden kann mit konstanton Faktoren <\,. Ware uJim- 
lich 4'X eine Eigenfunktion, boi der dies nicht moglicli ist, so 
konnte man die Konstanten b v so bestimmen, dab der Ausdruck 

i,fc 

4'o x — tpx — 2 

v 

zu alien Funktionen cp v x orthogonal ware; es geniigt, 

h y ” f r/j a . <p a . d a 
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Drill ,it Aiiaolmitt. 


m setzen. Dio so orhaltono Funktion kann nicht idantiseh 

verschwinden, da dami t / jj : (lurch <yvG liuoar ausgedriickt 

erschiene, entgegen dor Voraussetzung. Man hat also in den 

Funktionen , 

fM'l SMl ••• 


ein System von k + 1 zueinander orthogonalen Eigenfunktionen, 
da natiirlich jedo linoaro Verbindung von m denmelben Kigonwart 
gehdrigen Eigenfunktionen wie 4^x wiadennn eine Kigenfunktion 
derselben Art ist. Dam it ist gezeigt, da(J 4\r von den Funktionen 
c p 1 x, cp 2 %,...f k j' linear abhangig sain rnnfi 

Zu jedem Eigomvort oilier Integralgleichung in it 
stetigom odor brauchbar unste tigem h\ m mo trischcm 
oder mit stetigom unsymxnotrischem Kern gehort also (due 
endlicho Anzahl zueinander orthogonaler Kigenfunk¬ 
tionen, (lurch die jade andera zu damsel bon Kigenwert 
gehdrigo Eigeufunktion linear mit konstantan Koeffi- 
zienten aiisgedniekt warden kann. 

Gohoren zwei Kigenfunktioncm nines symmetrisehen Kerns 
<p t % imd (pt 2 % zu vorsohiedenen Kigemverten A, und A a> hci sind 
sie, wie schon in § 8 bamerkt wurde, zueinander unmet* ortho¬ 
gonal; wir wiedorholen die Formeln 

X, 2 J fi on . cp%x d r r— X 2 j f*j x dx j A' (.r, a) g>, a d a, 

A x j (p { x.(p % x.dx — Aj A a j (p t xdxj K(x, a) </ , A ada, 

deren reclite Seiten als identiseh erkannt warden, imlern man die 
Intogrationen vertauHoht, was auch hai hranchbar unstetigen Kernen 
nach § 19 erlaubt ist; somit erhalt man fib* stetige wie fur brauchbar 
unstetige Kerne die Gleichungen 

(A t —■ X 2 ) | <p x x . <jp a x. d x ■=: 0, | f | x . x . d x (i, 

Der reelle Kern, den wir batrachten, kann hiernaeh nur retdle 
Eigenwerte besitzen. Deim ware ©inar von dionon komplox, ho 
ware die zugehorige konjugiort imaginiira (JroBe ©banfalls ein 
Eigenwert, die entsprcchenden Eigenfunktionen win die Eigenwerte 
konjugiert imaginar, kdnnten aber nicht orthogonal sain. Inuigiuiire 
Eigenwerte fuhren also zum Wiclarsprueh und Bind umndgUeh. 

Die Gesamtheit aller Eigenfunktionen ainern Kymmetrisohen 
Kerns der betrachteten Art kann hiernaeh in folgendor Waise 
gekennzeichnet werden. Es gibt ain System von endlieh odar 
unendlich vielen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen von der 
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Art, daJB jcde Eigenfunktion cine lineare Funktion einer end- 
lichen Anzahl von Gliedern jenes Systems mit konstanten Kooffi- 
zienten ist. 

Die Funktionen dienes Systems wolien wir uns nach den 
Gleichungen 

| (cpnXydu- ~T 1 

durch Anfugung ernes konstanten Faktors nonniert denkeit; claim 
haben wir oin vollstandiges normiertos Orthogonalsystom 
des Kerns, yon dessen Gliedern je eine endlicho Anzahl zu einem 
und domselben Eigenwerto gohbron. Sind <p H s die (Hinder dm 
Systems, so nennon wir den zugohbrigen Kigonwcrt l n und claim 
konnen immer eine endliehe Anzahl von Eigenwerten einander 
gleich sein. 

An dies Itesultat sehliefien wir zwei Korollare. Zuiiiielist nei 
dutch cp Q x irgend eine Anzahl von Gliedern des vollat&ndigen 
Systems bezeiohnet; l § seien die zugehorigen gleiehen odor un- 
gleichen Eigenwerte, der Kern symmetrise!*. Dana gibt die Uii- 
gleichnng 

J \K{x, m) — S e t » <Pi> w i a <1 « P? 0, 

imlom man 

('tj — J* A (j\ a) <p ft a . d « • - ^ " J 

setzt, almlioh wie bed einer ohon durehgofuhrten Huelmung 

f «)■</«-- 2 r* «, 

J 4 * 

r a- («)»</«- s ‘ ' r if&- 

J £* # 

Integriert man naeh j\ so folgt 

f A" ( .r, tty* d* dx : V - 1 ., ; 

•'* 4 ' 

von don roziprokeu absuluten Worten der Kigenworte kann also 
uur oino endlicho Anzahl eine vorgoHchriebeuo (ireirze UIkt- 
Kchroiten; dio Kigenwerte haufon sicli im Kmlliehim nieht, 
und dio Summe ihror reziprokon Quadrate konvergiort. 
Dies gilt aueh fiir einen brauohbar unstetigen Kora, da aoehen 
nur das Integral don Quadrats des Kerns und seiner Prcwlukto 
mit stotigon Funktionen gebildet sind. 

Ktt§n«r, liitivralgMelmngtfi. *2, Ault. 


6 
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§ uo. 


Ein zweites Korollar botrifft die mit dem vollstiindigen System 
eines stetigen Kerns gebildete bilinearo Reiho 


v <Pn*r-q>A 
2j x n ’ 

n 

die, wie wir annehmen wollon, gleiehmiibig konvorgiore, \mm x 
und § das Grundgebiet durcblaufon. Dana ist die Difforenz 


«(■*■,«)= *>,*)■ 


1, 


(p n >r 


fug 


ebenso wie K eine stetige symmetrisehe Funktion von .r und £ 
auf der bezeichnoten Strecke ; also gibt oh nine nieht idontiHoh 
,verschwindende Funktion t/> x, die die (Jloiahung 

(1) i'x = j <I)(x, 

erfiillt, in der p oinc Konstante bedeuiet Multiplizierfc man mit 
(p n 'X und intogriert, was erlaubt ist, in der limbo Q gliodweise, 
so ergibfc sieh 

(2) jV x . cp n x .dx = ^t j ty a. doc ^ j K (.r, «) f n .r dx -- ^ ^ - {); 

aus der Integralgleichung (1) folgt somit 

x — g| A”(x, «) i pa.dm. 

Iliernach ware fx eine Eigonfunktion das Kerns K(j\ £), also 
ein Aggregat von Eunktionen cp n x mit konstanten Koaffizientem 
Das widerspricht aber den Gleiehungon (2), unci der Wicloraprueh 

lost sich imr, wenn identisch versahwindat: 

• 1.88 

n n 

Damit ist gezeigt, dab die bilinearo Formal, gebildot 
mit dem yollstancUgen Orthogonalsystem eines Htetigen 
symmetrischen Kerns, immer gilt, weun die bilinearo 
Reibe beziiglicb beider Variablen in dem gauzen Gruud- 
gebiet gleichmabig konvergiert. 

Als unmittelbare Folge ergibt sich %. B., dab die in § 11 nur 
vermutete bilinear® Formel fur die Integralgleichung dea quer 
schwingenden Stabes wirklich gilt. 
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§ 21 . 

Die bilineare Reihe des iterierten Kerns. 

Seien cp n x wie immer die Glieder eines vollstiindigen nor- 
mierten Orthogonalsystems des Kerns JT(,r, y), der stetig oder 
brauchbar unstetig sein kann; v durclilaufe eine beliebige end- 
liche Menge ganzzakliger Werte; fx sei im Grundgebiet stlick- 

weise stetig und . 

a n — \fa. cp n a.da . 

Darin gibt die Schwarzsclie Ungleiohung 

|J K(j\a)^a r q) t ,,v(ix^ <1 j K(x, «) 2 dx • 2 

da offenbar 

j (2 «,■ (t — 2 K 

*> it i> 


und das Quadrat des Kerns aucli im Falle der Unstetigkeit inte- 
griert werden kann. Wendet man die Integralgleiclmng in der 

Form r 

cp,, oc — \ K (.r, a) <p if z . dx 

an, so ergibt sicb 


(1) 

Anderseits ist 


r *' i> 

J (/'« — 2 «i- o, 


also folgt nach der Definition von a» dieBesselsche Ungleiohung 
j (f<xy (I a — 0; 


die Roilie ^af, konvergiert, und die Doziehung (1) ergibt 

n 

(2 ^ (fayda, 

| yi a v <i>v K ^ | j” ^ ( i , c J a (; j (fay(la 


x h 


we im unter G eine obere Schranko der Funktion 

J K(x, u) % dx 

ist, die aucli bei bi'auchbar unstetigem Kern in a stetig ist. 

0 * 
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& 21. 


Greift man also aus der Reihe 


Jia 


(hi y'nte 


beliebig viele Glieder, z . B. nur positive odor nur negative heraus, 
so liegt die Summe ihrer absoluten Betriigo uutor oiner von a 
unabhangigen Schranke; die Ileihe Jim iat abaolut konvergont. 
Sie konvergiert abor auch gloiclnnSillig inn Grundgebiet. Dean 
in der Ungleiclumg (1) kann man, da ja die Ileihe ^ a* kon¬ 
vergiert, die Zalilen v iiber einer so hohen Schranke i' 0 wahlen, 
daG die rechte Seite, die kleiner ala 




nl 


ist, fur alle Stellen a unter einer beliebig klein vorgoaahriebenen 
Schranke s liegt. Daraus folgt, daG die Summe beliebig violer 
positiver Glieder der Ileihe II m 1 deren Zeiger r 0 iiherstaigt, untor 
s liegt, und dasselbo gilt fiir die negativen Glieder, iminer fiir 
beliebige Stellen a. Die Ileihe 


Jim — 



<pn j.f/.r 


konvergiert also im Grundgebiet ahsolut und gloich- 
maGig. 

Weiter setzen wir besonders fm =» K (a, jy); das ist auch bei 
brauchbar unstetigen Kernen erlaubt, da bei diesem die GrbBe 

(2) a n = J A(a, y) <p n m.Um *= ^ ' f 

ebenfalls endlich ist und die Ungleichung 

gilt. Die Konvergenzbetrachtung bleibt unveriindert; die oberen 
Schranken der betrachteten Summon sind von y abhangig, und 
die Eeihe Bm wird nach (2) 

n Aw 

Diese Reihe ist also nach « im Grundgebiet gleichmiiOig 
konvergent, wenn y in ihm festgehalteu wird. 
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Die Reihe B 0 (cc, y ) ist nun die bilineare Reihe des bei unseren 
Voraussetzungen stetigen Kerns 

K 2 (#, y) — j K (x, cc)K(y , oc) dec; 

das will sagen, dafi die Funktionen <p n x auch ein vollstandiges 
normiertes Ortbogonalsystem des Kerns K 2 (#, y) bilden. In der 
Tat folgt aus der Integralgleichung 

cp n x = l n j K(x, a) cp n cc d os, 

indem man mit K(x, y) multipliziert und rechts die Integrationen, 
was erlaubt ist, vertauscht, 

(3) j K (,r , y) (p n x (lx = ^ ^ = l n j* K' 2 (os, y ) (p n cc.dcc] 

(p n x ist also Eigonfunktion des Kerns A 2 mit dem Eigenwert l n . 
Ist anderseits <px irgend eine Eigonfunktion dieses Kerns, also 

(px — /uj K 2 (;r, a) (peedoc, 

so lehrt dio am Schlusse des § 19 durebgefiihrte Betrachtung, 
dafi yon den Ausdriicken 

i/»j X ~r= Cp X — j K (iO, (X,) Cp CC . (I CA , 

il'»x = cp x +• j A (.r, os) (j) oc . (I a 

ontweder eine identiseli verschwindot, und dann ist cp x aueh 
Eigonfunktion des Kerns A", odor il\x und i /\ 2 x sind Eigonfunktionen 
dieses Kerns, und ergeben 

4 '\ ~f" ¥ f il # 

y *—- 1 2 

I)iese Grofio ist also (lurch Eigenfunktionen des Kerns A", die zu 
entgegengesetzten Eigenwerten gehoren, linear ausdriickbar, d. h. 
(lurch zwei Funktionen cp tl x, dio zu demselben VVerto von A;, ge- 
hdren odor zu domsolbon Eigenwert dos Kerns KK Jede Eigen- 
funktion dieses Korns ist also linear (lurch Funktionen cp n x 
ausdriickbar; das System dieser Funktionen ist wirklich ein veil- 
stimdiges normiertes Ortbogonalsystem dos Korns /v a und Jt {) (x, //) 
seine bilinear© Reihe. 

Aus denselbon Griinden ist 

die bilineare Reihe des Kerns 

I\ 4 (#, y) — j* K 2 (;r, cc) K 2 (//, a)d oc , 
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^ 22, 


und da fur jedo ondlioho Monge von Zahlen r die loioht, orsicht- 
liclie Ungleichung 


Cp, X . (pv'lj \ VI 1 . Cf'rH 

^ * ^4 j jLj A,! 


a 


V 

*** } 


1 

a, 1 : 


gilt, die Reiho l~- -f A 2 2 -}■ abor nach § 20 konvorgiort, ist dio 
Reilie JS X (x, y) iu a' und y auf deni (irundgehict gleiehmiillig 
konvergent, so dali nach § 20 folgt 

K* (x, n) ~ R v (a, {!)■ 

Da nun die Reilie Ii 0 {•>', y) ahaolut und hoi testem x in // gloioh- 
mahig konvergiert, ergiht sich nach (3), indent man autmmltipli'/.iort 
und gliedweise nach y intogriert, 

J |7C a (z, y) — Ii 0 (j\ y) |* d y ~~ K* (.c, ,r) - /»’, (r, .() 0; 


daraus folgt dio (Ueiclmng 

(4) K» (x, y) - JKo (x, y) = 0, A'* (*, >,) • ^ 'rf" ’ 

, H AH 

die also mit gleiehmafJiger Konvergonz ihrc^r roehten 
Seite in x bei festem y fur stetige und brauohbar tin- 
stetige Kerne gilt, 


§ 22 . 

Darstellung willkUrlicher Punkfionen. 

A us dem erhaltenen Itesultat ergibt sich etwaa Bomorkens- 
wertes fur solche im Grundgebiet stttckweise stetige Punktionen 
fx, die zvl alien Eigenfunktionen orthogonal Bind, so dali all- 
gemein 

J fu.<p n a.da =rr? 0. 

Multipliziert man namlich die Gleichung (4) den § 21 mit />./*/, 
so darf man rechts gliedweise nach x integrieren und findet 

| K 2 (x, y)fx.dx = 0, J j K* (#, y)fx* fy . d x d y n 0 

oder 

jj f%-fy-dxdy j K (a 1 , cc) K (?/, a) d a 0. 
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Hier sind die Integrationen bei stetigen Kernen vertauschbar, 
ebenso bei brauchbar nnstetigen nach den die Branchbarkeit 
kennzeichnenden Festsetzungen des § 19; also folgt 

Jo?os J fxK(x , a) dx* J fyK(y, a) dy = 0 

oder, da die nacli x mid y genommenen Integrale dieselbe stetige 
Fnnktion von os darstellen, die wir 0 a nennen, 

(1) | (0 os) 2 d os = 0, 0 a = j fx . K(x^ a) d x — 0. 

Die Fnnktion fcs, die zu alien Eigenfunktionen ortho¬ 
gonal ist, ist aucli znm Kern orthogonal. 

Das Umgekehrte ist olme weiteres klar, da aus der Gleiclnmg (1) 
durch Multiplikation mit cp n a nnd integration folgt 


0 == J 0 a . cp n a . d a — j (p n a . d a J fx . K (x : os) d x 
= j fx .y> H x.dx, 

wobei wiederum die Integrationen in erlanbter Weise vertauscht sind. 

Jetzt erinnern wir nns der in § 21 bewiesenen Tatsache, 
dafi die Reihe 


Fx = J fa . cp n a d a 


n <P n & 

X' ’ 


in der fa wieder eine beliebige, stiickweise stetige Funktion ist, 
gleichmafiig nnd absolut konvergiert. Setzt man daher 

\x = Fx — J K (r, a) fa .da, 
so ist f # stetig nnd man findet 

J qpnX.fx.dx = jFx.<p n x.dx— ^K(x^a) <p n x.fa.dxda 
oder, mit erlaubter Vertanschung der Integrationen, 

| cp n x.\x.dx = j* Fx. (p n x.dx — j | fa . <p n a, da, 
nnd da offenbar 


J Fx .<p n x. d x — J fa . cp n a . do s, 

so ergibt sich 

(2) J<p n x.\x.dx — 0; 

also ist nach dem soeben erhaltenen Satze anch 


j* \x. 7T(.r, a) dx — (). 



88 


I>ritt<u‘ Ahnehnitt. 


ij 22 


Die Definition von fa? fiihrt nun zu folgcmlor Fmformimg 

(f a ) a d a — J f a -1 ^ <Ul * ~~ J K (j\ a) / .r. d x J , 

also nach der Gleichung (2) 

J(f a) ,2 dm — — Jr/«fa. j* /v (,r, «) /x.d j\ 
und nach erlaubter Vcrtausehung der Integrationeu 

j (f a)' 2 (let — j fx.dx J K (j\ «) \a,da (), 
also endlich, da fa stetig ist, 


fa = 0, Fx 


K (x, a) fm . d a 



n 

n 


(f’n.r. 


Dies Ergebnis kann in folgendcr WYino godoutot werdon. 

Nennen wir . ( . 

1'x rrr-, I K (.r, a) fa. d a 

nach der friihor gobrnuoliton liozoidmung oino iiuollenmiiBig 
dargestellte Eunktion, fa ihro Quollonvortoilung, und bodonkon 
wir noch, daB wir setzen kiimum 

j Fx . cp n % ,dx = | d x. <jp n x j K (,r, a) fa.da 
~~ J fa. d a j K (.r, a) <p„ x. U x 


1 r 

fu.tp H u, 

A n * 


dm 


<tn 

V 


so ist bewiesen, daB jodo mit stiickwciso stotigor guollen- 
verteilnng quelloniniiBig dargostellto Eunktion nach don 
Eigenfunktionen cines vollstiindigon normiorton Ortlio- 
gonalsystems auf die Eouriorsoho Woiso entwioknlt 
werden kann: 


lx — | K(x, a)fa,da _ 2] A n cp n x, A„ ~~ f 1'x. ip n x ,d x\ 

n J 

der Kern kann dabei stetig und branch bar un stetig so in; die 
Reihe konvergiert gleichmiifiig und absoluh 

Fiir diesen batz bieten die ersten beiden Abschnitte viele 
Beispiele dar, die jetzt ein© gemeins&me fest© G rundlago ©r- 
halten. 

Multipliziert man die erhaltene Gleichung mit einer weiteren 
wie fx im Grundgebiet stetigen Funkfcion fa?, integriert glied- 
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§ 23. 


weise, und setzt fiir A„ wieder die Werte a„/X n ein, so folgt die 
Hilbertsche Grundformel 


y)fx.\y.dxdy — f j fx.<p„x.dx Jfy.<p„y.dy 
und besonders, wenn \x — fx gesetzt wird, 

(3) jj K(x, y)fx ■ fy.dxdy = * j J fx. cp n x. dx j"*■ 


§ 23. 

Die nichthomogene Integralgleichung. 

Die nichthomogene Integralgleichung, deren mee.hanigche 
Bedeutung wir in $ 12 kennen gelernt haben, verhmgk, die stetige 
Funktion <px so zu bestimmen, dab hoi willkurliehon Wertcm 
von A, und wenn fx eino gegobono stetigo Kunktion ist, die Be~ 
ziehung 

(1) <px ~ fx -f A J K(u\ a) (pm, da 
gilt. Setzen wir 

(2) <px ~ fx + 
so ergibt si eh 

(*>) 4'J A | I\ (.r, a) (fa ( 4'a) d 

ist die (lleiohung (1) lbubar, so erKcheint </',/• quedleninubig dar- 
gestellt, so dab dor KntwieklungsBatz den § 22 angewundt wrrdcn 

kann: 


(4) (/•x V] (} „x j tl'a . q> H a. dm , 

u * 

und die Ueiho reolits ist absolut und gloichmafjig konvergent. 
Multipliziert man die (ileiehung (3) mit integriert und ver- 
tauscht reohts in orlaubter Weiso die Integrationen, so ergibt sieh 

J >1' x .(}'„.!■ .d x X j (fa f ij'u) d « J K (.r, a) .r tlx 

^ j / «* 7 m «• d a | • ^ j ip a . ff„ «.(/«, 

oder naeh der Delinitionsgloidiung (2) und dor Kntwieklungs- 
formol (4) 


CO 


*/’«■ </>„ ot.dn .- ^ ^ |/ 

/•'-nS *_M/ 


«. tlUy 

>4. <p n a . d 


q^x : 
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Es braucht auch niclit auageachlosHon zu wonlon, dull A komplox, 
fx eine komplexo Funktion der reellen Slcllo x i«t, otwa f\,v 
+ if\x, wobei f\ uud f 2 rcelle Funktionen Kind; «l;um ist 

| K (#, a) fa. da — J K (rr, a) f\ a . 1 1 a ■ | / [ I\ (./*, a) j\ a . d a , 

j fa .(p n a.da—z j* f\ a.<p H a.(l a f- i j a . <p H a. da, 

und man braucht den EntwicklungHnatz dus § 22 mir auf die 
einzelnen rechts auftretenden Hnimnamlen anzuWendcn. 

Nun folgt waiter dio gleiehmaOigo Konvergonz der Iteilu* (5), 
die bisher nur unter der VoraiiHsetzung, dab <px exintioro, be- 
trachtet wurde, auch boi wiilkitrlieher Wahl von /> und kom- 
plexen Werten der Groiie A, sobald diene auf ein endlielnm (hd>iot 
beschriinkt wird und dio Difforonzen A —A n alio fiber einer 
festen Schranko bleiben. Donn zuniiohst ktmvorgiort die Reiho 

'sp J ' 

^ x » 

in der angogebenen Weise; die Glioder dor Roiho (5) eiit,Ht.ohen 
alter aus donen der letzton Reiho (lurch dio Faktoren A„A (A--A,,), 
die bei don soeben fur A getrofi'enen Festsetzungen absolut unter 
einer von n unabbiingigen Schranke liegon. Daboi ist, waiter 
zuzulassen, daB fx ein Polynom in A soi, desson Koeffizienten 
im Grundgebiet stetig sind. DaB aber, naoh Krledigung dor 
Konvergenzfragen, die Reihe <px nae.h der Uh'iohung (f>) eine 
Losung der nichtbomogonon Intogralgleiohung liefort, ist, un- 
mittelbar durch Reclmungen einzusehen, die sc,bon in § 12 durch- 
gefiihrt sind; man braucht nur uoch zu ontwiekeln 

(0) J K (.r, a) fa .da — j /« . a. tin, 

und gliedweise zu integrieren, um die Funnel (1) dureh die 
Reibe <px erfiillt zu finden: 

A j* K(x, a) (pa. da = ^ ^ ^ ( (‘ nx [ t‘ u • 9'» u • ((f « 

— q>x — fx. 

Die hiermit gefundene Losung der niehthomogonen Integral- 
gleichung ist die Schmidtsclie Formel des § 12; sio zeigt 
funktionentheoretisch, daB <px eine in dem betraohteton Gebiet 
meromorpbe Funktion der komplexen Variablon A ist; sie bat 
offenbar einfache Pole an den Stellen A„. 


fa . <p u a . da 
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Die wesentlicbe Voraussetzung war, daJS X keinem der Werte 
X tl nabe kam oder gleich wurde. Setzt man dagegen z. B. X = X t 
nnd ist X 1 ein ft-facber Eigenwert, also X x = A 2 = •••= X^ 4+1 Sg 
so bleiben die Konvergenzbetrachtungen giiltig, sobald man aus 
der Reibe cpx die Glieder weglaBt, in denen n — 1, 2, ... k ist. 
Aber auch die entscheidende Recbnung bleibt giiltig, wenn in 
der Entwicklung (6) ebenfalls die ersten k Glieder wegfallen, 
d. h. wenn r 

I fa. cp v a.au — 0, v — 1, 2, ... k. 

Ja man kann sogar mit willkiirlichen konstanten Faktoren c v setzen 

i, 7c *+l,oo - 

cpx = fx + ^o v (p v x + X l ^ I fa.q> Q ci.dc6 


nnd findet dann wiedernm die Integralgleichung (1) erfiillt. Und 
zugleich auf die allgemeinste Weise; denn bat man die beiden 
Losungen cpx und cpx , so daJB 

cpx = fx -f- X x ^K (#, a) cp a . doc, cpx = fx +• X x J K(x, a)cpu.da, 

so ergibt sicb sofort, daJB cpx — 'cpx eine zum Eigenwert X l ge- 
borige Eigenfunktion des Kerns K(x,y) ist, also darstellbar in 

der Form c 1 cp 1 x ^ -1- c k cp k x. 

Beacbten wir nocb den Sonderfall fx = K(x , y) und nennen 
wir cpx in diesem Falle r(x,y ) oder ausfiibrlicher r(x,y]X). 
In ihm bleibt, aucb wenn der Kern braucbbar unstetig sein 
sollte, alles giiltig; man erhalt 

f, , <p*y 

fa.cpncc.aa = ~~ • 

Die Konvergenz der auftretenden Reibe 


r(x,y) = q>x = K(x,y) + X^ 

n v J 

= K <?’ + 2 (izzi; -£) v» x • 

n 

sowie der Entwicklung (6) wird ersicbtlicb durcb Yergleicb mit 
der in § 21 untersucbten Reihe 

(7) *'(*■») = 2 Zji 

n 

und die Integralgleichung wird 

(8) r(x, y) — K(x, y) + A j K(x, «) F (a, y)da. 
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Diese Gleichung ist dio Fredholm-IIilbertsche Itosolvonto, 
r(x, y) der zu K(v,y) gehdrige losonde Kern. 

Die mecbanische Bedeutung dieser (iroBo ist sc-hon in den 
§§ 12 und 14 besproehen; die analytiseho kann zunmdwt dahin 
formuliert werden, dnfi boi allgemeinor Wahl von /> dio Liisung 
(px in der Form 

cp x “ fx |- A j I ’(.r, «)/«.</« 

geschrieben werden kann, wic rich dureb Integration der Bribe l ’(.r, //) 
mit Hilfe der Formed (7) ohne woiteros ergibt. Dio GriiBe. /' 
ist als Funktion der komploxon Voriinderliehon A moromorph; 
aus ihrer Reihenentwioklung ergibt ai«U nooh Inn stetigen Kernen 

J F(x,x)dx = j iv(.r, x)dx ( ^ ( A . [ ^ 


oder, indem wir 


setzen, 



T(.r, x) <ix 


a-\. 


(I log D 
til 



A 



Offenbar ist 1) eine ganze trails/,omlento Funktion von A, deren 
Nullstellen genau die mit ihrer Vielfachheit gonommonon Figen- 
werte des Kerns K(x,y) sind. Das Gesehh-eht dioser Funktion 
ist hochstens 1; die Itoiho 



konvergiert ja naeh § 20. Dios gilt auoh, wenn der Kern unstetig 
und C viellcickt koin ondlicher Wert ist. 

Der lbsende Korn kann an Stelle des urspriingUclum gosetzt 
werden und gibt dann wieder dio Kigenfunktionen q> H x mit 
anderen Eigenwerten. Multipliziert man niimlich dio Gleichung (H) 
mit <p n x und integriert, so ergibt sich, was a neb dio Iteihenent- 
wicklung dor Grblle r(x, y) bestatigt, 


oder 


^r(x,y)(p n x.(lx ■ 

<p«y — (A,, 


_ <P» // .j. A j (f , H u . /’(«, y)d u 
— A) j i’(«, y) <p n k . d a. 


Die Funktionen <p n x sind also Figenfunktionen des Kerns l'(x,y, A) 
mit A„ — A als Eigenwerten. 
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Sclireibt man endlich, um zwei verschiedene losende Kerne 
in Beziehung zu bringon, 

1,00 


’ K(^m — ft)’ 


multipliziert die beiden Gleicliungen und integriert reclits glied- 
woise nach indem man die gewdlmliche Integralgleichung der 
Funktionen <p„x bonutzt, so crgibt aich 

J y\ l) /«) <ix ^ {/>, y\ l) - r(x, y; f t)j, 

oiue Gloichung, die wir ebenfalls als Itosolvente bozeiclmen konnen. 


§ 2 - 1 . 

Der Mercersche Satz. 


Die in § 22 (;•!) erhalteno Hilbertscbe Grundgleicliung kann 
aueh in folgender Form geschrieben worden: 


111 


A>,»)-S 


?W. </>»»?/ 

K 


w | l, 


fx.fy.dxdy 


S A,! fa-VeZda :}'• 


Setzen wir nun 

K«(x,y) 


l, m 



so ist zunaohst klar, dafi die Funktionen < 3 o s x, in denen p > m, 
auch Eigenfunktionen des Kerns K° sind mit denselben Eigen- 
werten; donn man findet sofort 

| A?> O, y) <p 0 xdx ■ J K (x, y) <p Q xdx. 

Hiltte der Korn A 0 nun noch eiue weitore Eigenfunktion, so 
miiCto auf der rechton Seite der fur ihn geltenden Hilbertschen 
Grundformel, also in der Gleiohung 

j*JA' n (x,y)fx.fy.dxdy - ***+ ^) ^ ^fx.<p 0 x.dx^ 

ein auf diose weitere Eigenfunktion beziigliches Glied auftreten, 
das bei passender Wahl ron fx positiv ware. Die Formel ist 
aber schon richtig, wenn der rechts erscheinenden Summe nichts 
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S «4. 


hinzugefiigt wire! Der Kern A'° hat also nur die Kigonfunktioneu 
q> e x, in denen q > »«, mit den Eigomverton A„. Oli dabci 
A l5 X m die ersten Eigcnwcrte sind odor irgotid oino (iruppe, 
ist offenbar gleiehgiiltig. 

Jetzt betrachten wir im bosondoron oinon stotigon Korn, 
dessen Eigenworto samtlich positiv wind; wir uennen ihn einon 
positiv definiten Kern. Bei oinom Holohon gibt die Ililbort- 
sche Form cl 

J J A (a', if) f.r. fji .d.rd ;i ?:• 0, 

bei boliobiger Wald der stotigon Kunktion fx. Soi die,so in 
einem beliobig kleinen 'Foil des (Jnmdgobiots, etwn in dor Um- 
gebnng 11 der Stelle .r„ von Nidi vorsrhiedon und positiv, sonst 
aber iiberall gloieh Null; danu gibt die lotzto Ungleiehung 

(1) I <(■<' f A" (.c, n) fx. fy . </ // i >. 
a u 

Wiiro nun K (.r 0 , ,r„) 0, ho ware wogon dor Ktotigkeit dos 

Kerns auch ... . 

A (.r, //) •... 0, 

wenn die Stelle .<■' sowold wio y auf das (lobiot 11 bosohriinkt 
wird; die linke Suite der Ungloiehung (1 j wiiro also siolior nogativ. 
Dieser Widerspruch ergibt die allgomoino Boziohung 

(2) * (.r, ,r) ^ 0 

und K(x, a) liegt als stetigo Funktion dor Stollo x untor oinor 
positiven Sohranko (l 

Dies Ergobnis wondon wir an auf den Korn 


A'Oa ?/) 


A’ (.r, //) 



A, 


in wclchom a' eine beliebigo endliohe Mongo ganger positivor 
Zablen bedeute. Da dieser Kern als Eigenworto die (■ rollon A„ 
nach Abzug des Systems dor X v bositzt, so ist or eboufallH positiv 
definit, und wir finden ontsprochend dor Ungleiehung (2) 


K (z, x) — V 


u, r '> V 


(<pyX)* 


Nun gilt die elementare Boziohung 


in der A v , B v beliebige reolle 0 rotten wind; dies ist die ins Ele¬ 
mentare entartete Form der Sell warzscben Ungloiehung. Dio 
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behauptete Beziehung sagt nur aus, dafi mit beliebigen reellen 
Grofien jp, (]_ die quadratische Form 

niemals negative Werte annimmt, also wenn man sie in der Form 
Lp- -{- 2 Mpq + Nq* 
sebreibt, die Formel j ^ ^ q 

ergibt, mul das ist die Ungleicbung (4). Setzen wir besonders 

j _ <pi>& t> _ I't/ 

j'l ,- , i) |« -- - - \ 

ix„ ]/k 

so ergibt sieh, ahnlieh wie sohon in $21 gescldossen wurde. 

'(<Pvyy 

also nach (3) 

(n) {s | 9vX : 9,y f 2 ^ c'^ (gD -f )a . 


Anderseits ist die Iteiho 

y (Vnr)* 

nach (3) konvorgent. Wiihlt man also, indem man die JStello x 
fosthalt, die Zahlen v iibex* einer hinreichend hohen Schranke ?' 0 , 


so folgt 




wobei f b(di(d)ig klein und positiv vorgCHchriebon sein kami. 
Die Unglciehutig (f>) ergibt also bei fester Stalle .r, wenn alio 
v * /'o, 

X , , ■ Of-, 

und die Schranke (U ist offenbar von der Wahl der Stelle y un- 
abhiingig, d. h. die Beihe 

» 

ist, wenn ,r festgehalton wird, nach y im Grundgebiet gleichmiiBig 
und absolut. konvergent. 
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Man darf daher die Grofie 
(6) M(x,y)~ K(x,y)' 


I f/’n x • !l 

1 l„ 


%. B. mit <p m y multipliziercn und daim nach // gliortweiso iuto- 
grieren. So ergibt sich 

j M (r, y) (p m y ■ d y ----- j A'O', y) cpm y ■ <1y - • <>. 

Die GroBc M ist also als Funktion von y zu alien Higenfuuktionon 
orthogonal, mithin nach § 22 auch zum Ke.rn hoi heliohiger 
Wahl der zwciton nohen y in dioaom vorkoimnomlen Stella ortho- 
gonal: 

\ K(s, y) M 0\ y) <1 y ^ <>. 

LajBt man hier z und x zusammenfallon und multipliziert, dio 
Gleichung (G) mit M O', y\ woboi redds nach // winder gliodweise 
integriort werden darf, so folgt 


also ondlich 
0) 


| M (x, y)*<ly ’ < >, M O', y) - o, 


K O', !l) 


<p n x.q< M y 

n ^ 


Damit ist das Mercerscbe Theorem bewienon, dali hoi dofi- 
niten stetigen Kernen immer die hilineare Formed gilt, 
und die bilinear© Iieiho absoiut und gleiohmiidig boztig- 
lich der einen der in ihr vorkommenden S to l Ion im 
Grundgebiot konvergiert, wenn die andere Stoll© im 
Grundgebiet festgehalten wird. Ob dor Kern ponitiv oder 
negativ definit ist, macht offonbar koinen UntorHchiod. 

Eine Verallgemeinerung liegt nahe; sind eino ondliche An- 
zahl yon Eigen'werten negatiy, etwa die Werte ho won dot man 
das Mercerscbe Theorem auf den Kern 


*(*,*)-2 

a 




X 


<1 


an, der nur positive Eigenwerte X Q besitzt, d. h. dio Gesamthait 
der Werte X n nach Abzug der Werto X n . Man erhiilt ho die 
Gleichung 


K(?,y) -2 

a 


Xfi 
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die offenbar mit der Gleichung (7) zusammenfallt. Die bilineare 
Formel gilt also fur alle stetigen Kerne, die nicht gleichzeitig 
unendlich viele positive und unendlich viele negative Eigenwerte 
besitzen. 

Beispielsweise kann man jetzt erschlieJBen, da!3 bei der in 
§ 16 betrachteten Stabschwingung mit freien Enden die bilineare 
Formel gilt; die Eigenwerte X n = am\ sind alle positiv, da die 
Werte m n als Wnrzeln der Gleichung cosmgojw = 1 reell oder 
rein imaginar sind. Der Kern ist stetig. 

$ 25. 

Der Weylsche Satz iiber Addition zweier Kerne. 

Schon mehrfach ist von der Bemerkung Gebrauch gemacht, 
dab, wenn <p v *x eine endliohe Anzahl zueinander orthogonaler 
normierter Funktionen bedeutet, die Besselsche Ungleiclmng 

J (fayda ^ 2 a >' 

gilt, wobei gesetzt ist 

a,, — j foe. <p t ,a.da] 
man braucht ja nur die Ungleiclmng 

j* (fa — 2 a v <p,,oc)*du 2> 0 
zu entwickeln. v 

Mittels dicser Bemerkung kdnnen aus der ililbertschen 
Grundformel [§ 22 (8) | belangreiclio Ungloichungen abgeleitet 
werdon. Wir unterscheiden die positiven und negativen Eigen¬ 
werte des Kerns K(x^y)\ die reziproken Werte der ersteren seiou 
t n , die der letzteren nt n , die zugehorigen Eigenfunktionen ty n x und 
0 tl %; wenn der Zeiger n die Anzahl der vorhandenen Eigenwerte 
des einen oder anderen Vorzeichems uberschreiton sollte, setzen 
wir 0 f\lr l„ oder nt n . Sei ferner 

a n — J fcc.%p n a.doi, b n =z ^ fa ,0 n u .da, 

dann kann die II ilbertsche Grundformel in folgender Form 
geschrieben werden: 

JJtfOr, y) fx • fy-dxdy = 2 I»«» + 2>»in b}„ 

n n 

Jetzt denken wir uns die Grolien I fUr sich und die negativen 

Grofion m fiir sich nach abnekmenden absoluten Wertcn geordnet, 

so daB . _ , ^ 

in i i«> m n i m M , 

Ivn«Hor, Intogralgleiohungen. 2. Aufl. n 
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dann gibt dio Hi lb ortaebo (Ueiehung 

jjK(:i\!i)fx.fy.d£<l!/ <, 2 U«» li 2 I, j(/'«)></«. 

Fiir alia Funktionen fa dio dio Beziolmng 

(1) f (/«)»(/« ^ l 

darbieten, ergibt aich also 

f J A. r (.r, jfafs.fjhdsdti i: ; I,. 

Bedcnken wir fornor, da(5 dor Korn 

j ,»» 

A'(,r, //) — 2 4 

i* 

nach § 24 genau dio Kigonwerte, von K besit/.t, mit Aunsehlulj 
von 1/4, 1/1 2 ,... l/l m , so tlafi bier l m H genua diesellie Bodoutaag 
hat wie vorher 4, so ergibt sich 

I, Ml 

( 2 ) [ f 1 A' (.«, n) — 2 4</vx. tfv//} <; 1 ,„, 

" * V 

Fiiliren wir nan math einen zweitcn Kern A'"|.r, //) (an, set/,an 
K(x,t/) \ //) K 1 {.r, //) 

and bezeichnon die zti den Kernen K" and A" 1 gelmrigen (irdljen 
obenso wie boi A', indem wir alien den Zoiger 0 odor I nnfiigoa, 
so ergibt sicli zuniichst, ontspreelamd der He/.ielnnig (2) 

(3) JJ {A’«(ar,y)-2li , ,<(.;.r.^ / /} />./>. d,rd !t ; , I//, 

h — 0 wiirde bedeuten, dab die Kumnie links wegfiillt. Nelnaen 
wir weiter an, der Kern A' 1 babe inindostena m ■ | h | l positive 
Eigenwerte, so dab U,,,, ,, ^ o, ho kdnnen wir 

id« (Ml 

0) /•.r-2r„^a- 

ft 

setzen, und die Ungleichang (1) ist erfiillt, wean wir anset/.en 

( ; 0 c i ■+• <*J ■ (• • • • cl M = 1. 

Vollstandig bestimraen wir dann die (iriiben r (lurch die m \ h 
Forderungen 

jfu.q vK .dcc — 0 , jf’cc. 4^cc.,la = (), V •• t : 1 ,... Q 

die m-\-h homogene tileichungon orsten tirades bedeuten and 
die Werte c immer so zu bestimmen crlauben, dab die Glei- 
chung (5) gilt. 
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Nach dieser Festsetzung der Funktion foe versekwinden in 
den Ungleichungen (2), (3) nnter dem Integralzeichen alle Glieder 
auher dem ersten, und man erhalt, indem man beide Ungleichungen 
addiert 

(6) j jK l (x,y)fx.fy.dxdij <; U+i + 

Hier ist aber die linke Seite nach (4) und nach den Integral- 
gleichungen mit dem Kern K 1 einfach 

1/ ”1" y <? 2 2 4“ ‘ * * 4“ bn + h 4 -1 4 - ; t 4 - 1 , 

und diese Grofie ist wogen der festgesetzten GroBenfolge der 
Werto I 1 nicht kleiner als 


bn f h 4 -1 4" C 2 4" * ' * “I™ c m \-h m) r 

die Beziehung (G) gibt also 
(7) bn + h + 1 bn 4 - 1 4' b! 4 - 1 • 


1 


1 

m -\- h 4-1 ? 


Ubertriigt man die durchgefukrte Entwicklung auf die Kerne 
— 7C, — K° 1 — Il\ so sind die GroBen I durch die positiven 
Werte — at zu ersetzen und man findet 

lit 4- h 4 1 Him 4-1 4 - M/ 1 4-1* 


Sei nun im besonderen der Kern 


— **,?/) — Kn fay) 

delinit positiv; K° also delinit negativ; daxm ist allgcmeiti 1° - 0 

zu setzen, und die Gloicliung 

& l fa y) + K"fau) - Kfa y) 

gibt in Verbindung mit dor Ungleiclmng (7), da auch h 0 
gesetzt werden kann, u ^ f 

bu + l 4 * 1 * 

Damit ist das Weylsche Theorem bewiesen: Addiert man zu 
oinem beliebigen Korn K l einon positiv dofiniten K n 
und nimmt die Sum me K — K l -\-K li wieder als Kern, 
so ist durch diese Ah Tin do rung des ersten Kerns jodor 
seiner positiven Eigonwerte verkleinert; unter irgond 
einer positiven Schranke hat der Kern K mindestens 
so viel positive Eigenwerte wio KK 

Wir haben aus der allgemeinen Theorie hier nur die Ilil- 
bertseke Grundformel benutzt; wie diese gilt also auch das 
Weylscke Theorem fur stetige und brauchbar unstetige Kerne. 


7* 




Vicrter Abschnitt. 


rnte^i'algloiebiin^n und die Sturm-I j iouvillesohe 
Theorie. 


§ 20 . 

Die Sturm-Liouviileschen Punktionen. 


Die analytisehon Hilfsmittel, die wir in don letzton Para- 
grapken kennen gelernt babon, ormbgliobun uns, oin Problem 
nllgomeinen Oharaktors in Angriff zu n ohm on, das dureh die ihm 
gowidmeten bewundemsworten Arbeiten von Sturm und Liouvillo 
besonders wiobtig geworden ist. 

Erstrockt sicb eiti die Warmo loittmdor betorogeuor Stab 
langs der Abszissenaehse von .>■ 0 bis :r ™ 1 und iat tj die 

spezifische Warme, k die innere Loitfiihigkeit, / daa aeitlieho Strab- 
lungsvermogen, endlieb t die Zeit, ao erfiillt dio Tomporatur n 
die Differentialgleicbung 



und die Grenzbedingungcn 


k 


du 

dx 




j- //?«/ 


0 , 


in denen h und 11 die Werte der iiuBeren LeitfiUiigkeit dor Knd- 
quersebnitte, also positive Konstanto, bedouton. Wird oinor dioser 
Querschnitte Oder beide auf der konstanten Temporatur Null 
gehalten, so erhalt man eine dor Grenzbedingungon 

w|° = 0, «[' = () 

oder beide, auf die man aucb dadurob kommen kunn, daB man 
eine' der Konstanten h, H oder beide unendlich warden ULBt. 

Setzt man 

u = Ve~* ( , 
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wobei V von t unabhangig und l eine Konstante sei, so erhalt 
man die Aufgabe, die Grobe V aus cler Differentialgleiclmng 

und den Grenzbedingungen 


( 2 ) 


dV _ 

dx 


hV 


dV i 3 

0, 4^+ifri =0 


zu bestimmen, von denen auch eine oder beide in die Formen 

y|°= o, f| x = o 

ausarten kbnnen. 

Kinen besondercn Fall diescr llandwertaufgabc erbiilt man bei 
der Thcorie dor heterogenen Saite, deren Bewegungsgleiehung, 
wenn u die Yerriickung bedeutet, in der Form 

d 2 u _ d /, 

<J W ~~ dx V 0 x) 


erscheint, und wenn man eine der Gleichungen 
u — V cos “j/A/, u ~ V sin ]/ U 

ansetzt, gonau auf die Differentialgleiclnmg 


mit den (irenzbedingungen 

V\°= V\ l = 0 

zuriickgefilhrt wird. 

Man sieht, dab liior wie oben bei der Warmeleitungsaufgabe 
die Grbbon //, k ihror physikalischen Bedeutung nach auf der 
Streeke von x = 0 bis x l positiv sind, und dab / jodeufulls 
nieht nogativ ist. Aubordcm darf nocli, olme dab die Aufgabe 
spezialisiert wird, tj ™ 1 gesetzt werden. Denn man kann die 
Gleielmng (l) in dor Form 

sehroibon; fiibrt man dann die Grbfie 

.r I 

~ J yd x:\ijdx 

U 0 
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als neue Variable ein, und sotzt 


1 



so erhalt man die Gleichuug 



h, 

■ 0, 


in der die Grolion l\ und dieselben KigenHchufton babon, wio «io 
oben fiir k und l gefordert warden, und die Gronzbedingungen (2) 
belialten ihre Form, so dab jetzt der Zeiger 1 winder weggelassen 
werden kann. 


Setzen wir allgemcin 

y y 


so baben wir fiir die gesuchte Funktion F <lie Difforontialgleichung 
(3) S? V + 1V ■ 0, 

und kbnnen zuniicbst uborHohon, dab, wonn l uuf tier Straiko 
von x = 0 bis x --- 1, dem Grundgobiet, wie wir winder wagon 
wollen, nicht negativ ist, aueh die gesuchten Worte A niebt nogativ 
sein konnon. Denn wiire A----- — e a ein soldier Wert, ho kdiuitc 
aus der Gleicliung (3) gesdilossen werden 

d V ii V 10 f f 

k -£ = h a / x | +J(? + c») Vdr - h V 0 + j (/ 1 r»)JV.r. 

0 U 

Beginne nun V am untorcm Kudo dos GrundgebietH z. B. mit 
einem positiven Werte F 0 ; damn wird dan Integral in der letzten 
Gleiclmng positiy, d V/d x hat aueh dassdbe Vorzeidien, und Y 
wachst weiter. Sei also V etwa auf der Streeke ()...« positiv oder 
habe nur fiir x — 0 den Wert Null; 1st dann die ohere Uronzo 
der Werte a und a 0 < l, so sincl fiir x = a 0 aueh nodi die Grofien V 
und dV/dx positiy; die Streeke, auf dor V positiy ist, kann also 
noch liber oc 0 hinweg ausgedehnt werden, was der Definition von «<> 
widerspricht. So wird es aber unmoglich, die zwoito Gloidmng (2) 

h d F +II V 1 0 

d x 1 

zu erfullen. Die gesuchten Werte l konnon also nicht negativ sein, 
Im Falle h = oo erhalt man dassolbe Krgebnis, indem man d V dx 
an der Stelle x — 0 positiy nimmt. Nur im Fade h -- II o 


1 
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ware der Widerspruch dadurch zu vermeiden, daJB kdV/d x wacbst, 
dV t dx sich aber von der positiven Seite her dem Werte Null 
annahert. Dann waren beide JRandbedingungen erfiillt; die zu- 
gehorige Funktion V wiirde im Innern des Grundgebiets nicht 
verschwinden. 


§27. 

fibergang zu den Integralgleichungen. 

Es seien mm cp x und ^ x zwei im Grundgebiet stetige Losungen 
der Gleichung 



von denen die eine, etwa cpx, die erste Grenzbedingung erfiillt, 
die audere die zweite. Dann kann man annehmen, es gelte 
die Identitiit 

k 


d cp 
dx 


9 


d'tp 


:) 


1, 


da ihre linke Seite jedenfalls konstant ist, und ein konstanter 
Faktor in jeder der GroBen cp und ^ zur Verfiigung bleibt. Ver- 
sehwande der konstantc Wert diescr GrbBe, so waren cp und $ 
nur durcli einon konstanten Faktor unterschieden; die Gleichung (1) 
hatte also eine Lbsung, die beide Grenzbedingungen orfiillte, was 
nacli § 2(> nur in dem ausgearteten Falle h II - 0 eintreton kann. 

Sehen wir von diesem ab, so kann der Kern der gesuehten 
Integralgleielmng gebildet werden, indem man, wenn ,r < £ ist, 

setzt ' K(x,£) = <px.t& 


und, wenn x 2> f ist, 

K( r * i) = 

Dio so definicrto GrofJo erfiillt niunlioli, wenn wir wio gewiihnlich 

^a'Cg!) 


a"0g£) 


ox 


setzen, die Gleichung 

(2) « K (x, £) d t) I . . / K (,r, |) r-rr 0 


und die beiden Grenzbedingungen (2) des § 26, und ist an der 
Stelle x — £ singular, so daB die Gleichung 

5-0 


f 0 


besteht. 


kK'{z,S) 


1 
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Versteht man nun untcr fx cine boliebige, im Gnmdgebiet 
stiickweise stetige Funktion, unter 

1 

Fx — j K (x, a) fa . d a 
d 


eine quellenmaBig dargestellto Funktion, ho findet man dirndi 
eine Rechnung, wie sin in § 2 zu ahnliohem Zwoc.k angtnvandt 
wurdo, i 

F f x : ~ j IF (,r, a) f a. d «, 

0 


d(kF'x) 
d x 


i k.[j\\K'(j\x 0) A "x i 0)|; 


da nun die expliziton Ausdriioko <ler Funktion K die Gleiolmngon 
K' O', x — 0) - K'(.r | 

K' (x ,x H>) — A''O' (>,.'•) 


ergeben, so folgt aus der erhaltomm Gloichung fiir alio Htollcn, 
an denen fx stotig ist, die IdontitSit 


( 3 ) 


UF 


dikF'x) 
d x 


/>* 


An den Unstetigkeitsstollen dor Funktion /> ist dan Symbol F" 
nicht definiert. Man erkennt fernor aus dor angegebemen Form 
der GroBe F ( , daB die Funktion F die Randbodingungen der 
GroBen K (x, a) und V erfiillt. 

Ist umgckehrt die Funktion 0x auf dom (irundgohiet mit 
ihrer ersten Ableitung stetig, wiihrend die aswoito Ableitung stuck- 
weise stetig ist, und erfiillt sio die Gronzbculingmigen, ho ini die 
Funktion 


fx 


d (i k 0 ( x) 
dx 


d 10X 




stiickweise stetig, und man kann mit iln* die vorher eingofiihrte 
GroBe Fx bilden. Dann ergibt sich, indam man diene CJloiehung 
mit K(x, £) multipliziert und m tier mit 0 x multiplizierton 
Gleickung (2) addiert, 

k{Ox.K'{x, £) - K(,r. I) <!>'X )I • K (r, t) j X■ 

wenn man sodann xiber das Grundgobiet integriort, dio allgomeino 
Integrationsregcl des § 2 benutzt und bedenkt, daB dio GriiBo in 
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§ 27 . 

ecldgen Klammern an den Stellen x = 0 und x — 1 verschwindet, 
weil die Funktion Ox die Grenzbedingungen erfiillt, so erhalt 
man folgendes Resultat: 

i 

(4) lc®x.K f (x, $) f s "° = = ( K(x, *) fx.dx; 

,s c + 0 J 

0 

die Funktion O kann also quellenmafiig dargestellt werden. 

Ein Sonderfall dieser GrdJSe ist V, die Losung des Sturm- 
Liouvilleschen Randwertproblems, wenn eine solche existiert. 
Fur sio gilt die Gleichung 

--Tp + ir = 1 ^ 

ersetzt man deragema.fi fx durch A V\ so ergibt sicli aus der 
Gleiclmng (4) 1 

V£=ilrx(x,t)dx, 

0 

womit das Randwertproblem auf eine homogene Integralgleichung 
zuriickgefuhrt ist. 

DaB umgekehrt jede Losung der Integralgleichung auch eine 
Losung des Randwertproblems ist, folgt sofort daraus, dafi die 
rechte Seito der Integralgleichung quellemnalJig dargestellt er- 
scheint, woraus sicli nach der zwisohen f und F geltenden Re- 
ziehung (3) ergibt 



auflordem erfiillt jede Losung der Integralgleichung obenso wie 
jede (pieUonmiiflige Funktion die Grenzbedingungen. Da nun beini 
Randwertproblem zu jedom Eigemvert wegen der Randgleiehungen 
§ 2(> (2) nur eine bis auf konstante Faktoren best-immte Eigen- 
funktion gehdrt, ho gilt dasselbe fur die Integralgleichung, so dab 
mehrfaehe Eigomverte nusgesehlossen sind. 

Dieso Entwieldungen sind im Fade li * 11 0 zu xnodifizieren, 

wenn das durcli die (Irenzhedingung 

// |° r~ 0 

bis auf einen konstanten Faktor bestimmte Integral der Gleichung 
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von selbst aueli die zwcito Grenzbedingung 

■if | J — 0 

erfiillt. Sei cp 0 z dieses Integral, das als cine stationaro Tempe- 
ratur des Stabes angeselien werden kann, und worde die Gleiehung 

l 

J (<Po a)' 1 da ~~~ 1 
0 

vorausgesetzt. Daim ist naeh § 15 als Kern dor Intogralgleicliung 
die stationare Tcmperatur u zu nolunen, die (lurch cine an der 
Stelle x — | wirkonde VVarmeipielle horvorgerulVn wird, wenn 
in jedem Element d.v die Wiirmomengo - <1 x. q > 0 .»•. <p ( , g crzeugt 
wird. Aus diesen Festsetzungen ergibt sirh die Gleiehung 

d (,<lu\ ... „ . ... 


r(7r)' lU ~ " r 0 


mit den Grenzbodingungon 


und der Unstetigkeitsbodingung 

t' 1 ;’ °. ,a, 

<1 X ,4 \ o 

wodurch die GroBe u oiTenbar nur bis auf uinen Sumnmndon 
von der Form c <p 0 x bostimmt ist, in dam v nine Koimtnnte be- 
deutei Diese konnen wir bonutzon, urn die Gleiehung 


i 

(6) J u q> (l .>•. <1 x ■ ~ 0 

0 

zu erwirken. 

Jetzt setzen wir u ~ £), und linden dann loieht, daft 

diese GroBe in x und*£ symmetriHah ist, und daft jada Lasting 
der Sturm-Liouvilloschon Aufgabe 

d V 

2 V l V :<), 7 rv (), 

ax 

bei der l von Null verschieden ist, auch die Integralgleiehung 
Vi ~ 1 [ A'(.r, £) Vd.r 


erfiillt. 



Sturm-Liouvillesche Theorie. 


107 


§ 27. 


Bei den quellenmakigen Funktionen tritt insofern etwas Neues 
auf, als die oben eingefiikrte Funktion <&x nock die Bedingung 

1 

(7) j 0x. cpqX.dx = 0 

0 

erfiillen mufi, um quell enmabig dargestellt werden zu konnen; 
dann ist namlich — F eine die Grenzbedingungen 

dx I 

orfiillende Losung der Gleichung (5), also iu der Form C. cp Q x 
darstellbar. Da nun die Gleichung ((>), wenn man nacli | iiber 
das Grundgebiet integriert und die Integrationen vertauscht, die 
Beziehung 1 

j Fx .cp () x.dx o 
0 

ergibt, so folgt aus der Gleichung (7): 

i i 

j*— F)(p 0 x.dx = J C(<p 0 x) 2 dx — 0, O — 0, 

0 0 

womit die GrdJBo . ,, 

<Px •= Fx 


quellenmafiig dargestellt ist. Ubrigons gilt aueh hier die Gleichung 
ii F = — fx. 

Auf eine andere, thoorotiscli einfachere Weisc kann der aus- 
geartete Fall erledigt werden, indem man die Mothodo des § 17 
zum Muster nimmt. Man verstoht unter c eine solche Konstante, 
daC die It an d w er tauf gab e 


d 

dx 



dy °» 1 

dx , 


= 0 


keine Losung besitzt; dann kann die vorgelegte Aufgabo in 
folgende Gestalt gebracht wcrdon: 


d 

dx 



(I - c) J // = 0, 


d }l U > 1 
d j 


0. 


Die Eigenwerte V stehen zu denen des urspriingli'chen Problems 
in der Beziehung , 

A ■ t C = K ] 

die neue Aufgabo kann aber nach derselben Mothode behandelt 
werden, die oben auf die nicht ausgearteten Fiille angewandt 
wurdo, da koiner der Werte l f verschwindet. 
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§ 28- 


Anwendungen der allgemeinen Theorien des dritten Abschnitts. 

Naclidem die Sturm-Liouvillescho Randwertunfgabo auf 
eine Integralgleicliung mit symnietrisoliem Kern zuriickgofulirt 
ist, liefern die Satzo des dritteu Abschnitts sofort cine. Mongo 
alter und neuer Ergobnisso. 

Zuniiclist zeigen die zusamnieiigeluirigen Bezieliuugou 

(1) <i> £ = j K (.r, $) fx . d x , \J 0 .r : • - - fx, 

(I 


dab fx identisch verschwindet, wonn dies von <l>.r gilt, d. h. weim 
fx zu dcm Kern der Integralgleicliung orthogonal ist. Dana ist 
fx aber aucli nach § 22 zu alien Eigenfunktionon orthogonal und 
umgekehrt; es ist also klar, dab oino im Unindgobiet stotigo 
Eunktion, die zu alien Eigenfunktionon der Sturm- 
Liouvilleschen Aufgabo orthogonal ist, idontiHch vor- 
sehwindet. 

I)as ist ein wiclftigor Batz, uni (lessen Roweis Sturm und 
Liouvillo sich vergoblich bornuht haben. 

Erinnern wir ferner damn, dab nach § 2(5 kein negativer 
Eigenwertvorhanden soin kann: Nach §24 ist also das Moroersehe 
Theorem anwondbar, und wonn q»„ winder die nonnierten Kigon- 
funktionen sind, d. b. 

<p K x = |j r'rfarj-'* 

a 

so gilt die bilineare Eorniol 


K (.r, £) 




und ihre rechte Seito konvorgiort gloichmilbig boziiglich 
jeder der Grbfien x, £ im Grumlgobiot, wonn die a ml ere 
in ihm festgehalten wird. 

Nach § 22 ist ferner jodo nuollomniibige Eunktion auf die 
Eouriersche Weise nach don Eigenfunktionon zu ontwickoln; nach 
dem, was in § 27 iibor ({uellenmiibigo Darstellung gnsagt wurtle, 
ist also jede die Itandbodingungon erfiillendo Eunktion 
in der angegebenen Weise entwickolbar, die mit ihror 
ersten Ableitung im Grundgebiet stetig ist. und eine 
stiickweise stetige zweite Ableitung bositzt. 
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§ 29. 


Die Anzahl der Eigenwerte und Eigenfunktionen ist unendlich, 
denn die Eigenfunktionen haben ilirer Definition nach stetige 
Ableitungen; die bilinear© Reihe liatte also aucli stetige Ab¬ 
leitungen, wenn die Anzahl ihrer Glieder endlich ware; sie ist 
aber dem Kern gleich, dessen Ableitung eine Unstetigkeit aufweist. 

Leicht ist endlich die Bedeutung des losenden Kerns zu er- 
sehen. Er erfullt nach § 28, wenn {i der Parameter ist, die 
Gleichung x 

(2) F(x, y\ ft) = K(x, y) + ft J K(x, os) F(a, y\ ft) da. 

0 

Wenden wir nun die Gleichungen (1) auf das zweite Glied der 
rechten Seite an, so ergibt sich 

'll F(x, ?/; ft) = y K— ft r(,f, •//; ft) — — ft r(.r, y\ ft) 



fenter zeigt die Gleichung (2), dab die Ableitungen ’<)!' 6x und 
dK/dx dieselbe Unstetigkeit aufweisen, also 


Endlich erfullt /’ ebenso wio K als Eunktion von .r die oin fiir 
alleinal vorgeschriebonen Randbedingungen. Die GWibc F ist also 
gcnau so gehildct wio dor Korn A", nur dab man nicht von dor 
Gleichung 2y = 0, sondorn von dor allgomeineron d y -f-ft// ™ o 
ausgcht. In der Tat wissen wir ja nach § 29, dab dor losendo 
Kern als Korn einor Intogralgloichung genommen werden kann, 
deren Eigenfunktionen dieselben sind wie bei dem urspriingliohen 
Korn. Da die bilineare Formel gilt, kann man sohreiben 


r(Fr,y) 




<P»x.cp„y 

A„ —ft 


§ 29. 

Asymptotische Darstellung der Eigenfunktionen. 

Ko schdne Ergebnisse die Integralgleichungen geliefert haben, 
mub doch auf dio Differentialgloichung der Funktionen V und 
das zugolidrige Raudwertproblem zuriiekgogangen worden, wenn 
man die Satze iiber dio Darstollung willkurlicher Funktionen in 
so allgemeincr Form erhalten will, wie es fiir die Auwendungen 
notig ist. 
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Zu diesem Zweck transformieren wir ilio t»leich- 


durch die Substitutionen 


dx 


Vflt, Zr 


i'll ■<’ 


jVfc’ ' ' ■ JV* 

mu 

[ (A.- /,) r -- o 


und erhalteu eine (ileielmng von dor Form 
,Pl’ 

0) </- 


und Grenzbedingungen 


( 2 ) 


<IU 

<lz 


- h! r 


(IV 


d: 



■ <>, 


in denen A', //' Konstante, aber nicht, notweudig po« 
A, II zugleioh ondlieh sind; dor Fall, dafi oino der 
uncndlich sei, werdo zuuiiehst nuKg(we!iloHst!n. W ir b<n 
die oftenbar riehtige Gleichung 

i y, 

f V*dx r- jv*tlz. 

u <> 

Jetzt boaobten wir, daC die Gleieliung (l), v 
gesetzt wird, mit jeder der folgtmden identisoh ist: 

d^mxQs'^l . qVvobqz^ - hVmni>s 

il {>('mi(> ~ hi <‘<>h( i s 

Integriert man dies© Gleichungon utid Clilirt, indent 
kiirlich laCt, nur die ©rate der Grenzbedingungtm ( 
Gleichung „ 


ein, so ergibt sich 
dU 


sin q z 


Q COS Q X. U r~, —• j j // 1! ' 81 

II 

I 

cos 9 ns ^ -j- q sin q m . (I h* »f J 1/ l >* cc 
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wobei durcb L\ U' die Funktionen I/, U , in denen z durch z* 
ersetzt ist, bezeiebnet sind. Hieraus folgt 

(3) V = cos q 2 + h ' smQ£ + 1 j" IJ V sin q(s — 2 ') (i 2 ', 

0 


(4) l Hi ~ ^ h ' C y R * ' V f^'^'COS 9 (Z-Z')<tz'. 

m 0 

I in Fallo h* — 00 gibt der Ansatz 

// : ° n dll : ) 

V\ - 0, , I = Q 


(lurch eino dor durchgefiihrten ahnlieho Ueohnung 


(5) (I : ~ sin q z + 1 IJ l /' sin q (z — z f ) dz f . 

0 

Die Oleiclmngen (3) und (4), die wir naher verfolgen, ergebcn 
wichtige Result ate betreffs der Werte von U. Zunaehst kann 
diese Funktion von z anf Grand bekannter Eigenschaften der 
linear on Differentialgleichungen (lurch das gauze Intervall von 
0 — 0 bis z — Z fortgesetzt worden, wobei sic selbst wie auch 
ihre Ableitung unter einer von z unabhangigen Schranke liegt, die 
aber zuniichst mbglicherweise von q abhangt. Es sei z. B. Q die 
crate positive ganze Zahl, die von den Werten \( J \ weder erreicht 
noch ubersehritten wil'd. Dann ist die rechte Seito der Glei- 
chung (3) absolut kleiner ale 

M-lJI 

0 

die liuko Seito wircl aber fur gowisse Werto von e nicht kleiner 
als Q — 1, woraus sich ergibt 


M 



0 


Da nun die Klammer auf der linken sowie die rechto Seite 
Hieh bei waclisonden Werten X und |p| der Grenze -f- 1 annahern, 
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so ist klar, daB Q bei diesen Werten nicht unend lich zunimmt, 
sondern unter einer festen yon q unabbangigen Scbranke ver- 
bleibt. Dasselbe gilt daber von \U\ und der Gleicbung (4) zu- 
folge aucb von der GroBe Q-'dU/dz. Eben diese Ergebmsse 
folgen aucb in derselben Weise aus der Gleicbung (5). 

° Weiter ergeben die Gleicbungen (3) und (4) die Identitat 

^L-l.H'U=(q — P') sin qz — P cos q z, 
dz 

wobei die GroBen P und P', die leicbt zu bilden sind, zwiscben 
endlichen, von q unabbangigen Scbranken liegen. DieEigenwerte 
X = q 2 werden daher durch die Gleicbung 

P 

( 6 ) tang q Z = —7 p 7 

Q ■*- 

definiert, die zeigt, dai3 

nit . 

Q - — -\- £ n 


zu setzen ist, wobei n eine positive ganze Zahl bedeutet, die von 
einer gewissen Grenze ab immer um Eins wacbst, wenn man zu 
dem nachstgroberen Wert von X iibergebt, und die Gleicbung 

lim s n = 0 

£ = + OO 

gilt. Schreibt man die Gleicbung ( 6 ) in den Formen 

p 

tang(w3r + £ nZ) = tang£„^ =-, 

~~P' + s n 


ns n 


ittmgs n Z 


£P —(P' —*«) tang e n Z\ 


und beacbtet, dafi die reclite Seite der letzten Gleicbung zwiscben 
endlicben, von n und q unabbangigen Scbranken verbleibt, das 
Verbaltnis n:g aber einem endlicben Grenzwerte zustrebt, so 
wird klar, dafi man setzen kann: 


(7) 


COS Q Z = COS 


Po 


n it 0 B x 


nit B 0 
— 


nit z 


+ • . tv jo a , 

, —, sin q z ■= sm -j- -f 


B 9 


wobei die GroBen B zwiscben festen, von q unabbangigen Sehxanken 
verbleiben. 
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Hieraus ergibt sich mittels der Gleichung (3) leicht 

? + v 

0 

wenn B z eine GroBo ist, die die Eigenschaften von J3 0 , B x nnd 
besitzt; die normierten Eigenfunktionen baben also, der Glei¬ 
chung (7) zufolge, die Form 


( 8 ) 


y k.(p n % = 



n % g 
Z~ + 


W 


wobei der Buclistabe hier und fortan eine Grdfic bedeute, die 
zwischen endliehen von n und x unabhangigen Sclnanken liegt. 
Dabei ist zwar, strong genoimnen, niclit bowiesen, dali cp n x die 
wte Eigenfunktion ist, da erst von einer gewissen Greuze ab dem 
um Eins waclisenden Werte von n die aufeinandorfolgenden Werto 
von q oder X entsprechen. Das ist aber fiir die Konvergenz- 
fragen, die wir jotzt in Angriff nehmen, unwesentlich; man konnto 
auBer der Reihe <p u <p % ,... noch eine endliehe Anzahl von Eigen¬ 
funktionen kinzufiigen, um das vollstandige System zu erhalten. 

Analog der Gleichung (8) findet man aus den Gleichungen (4) 
und (7) 


oo 


Wn x Z * hi . 

7 ’ — 1/ ,, mi 

l n %n j Z 


nit g 

Z 


w 


und der zugehdrige Eigenwert hat die Form 


n a 7r a W 

Z* + »' 


so daB 

(10J 

gesetzt werdon kann. 


1 

K 


Z 2 


o > n 


S 80. 

Die bilineare Reihe und ihre Ableifung. 

Fiihren wir neben x ein zweites Argument x x ein, das flir x 
gesetzt 0 und h in z x und h\ iiberfuhre, so ergeben die Eormeln (8) 
und (10) des vorigen Paragraphen unmittelbar: 


m 2 


<Pn$- <PnXl 

In 


2 Z x-i 1 nvrg 

0 >, 0 cos v cos v 
n 2 A Z 


1 l X 1 

. ^ ^ 


w 


Knunt'r, Intogrnlgloiohungen. 2. Aufl. 


8 
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wobei die Schranken dor Grbllen 7 l f wie von .r so aucli vou x 
unabbiingig sind. Die Iteiho nuf dor linkon Koitu iat, zwar nich 
vollstiindig als dio bilinearo Itoilio naohgowioson, da die Funk 
tionen f n x und cos(h xz.'Z) oinamlor violloieht nicht. viillig e in 
deutig entsprechen, alter jeno Iloilio kann sich von dor bilinoarei 
nur um eine endliclio Anzahl von Gliodorn untorHohoidon. Di« 
bilinearo Ileiho dea Kerns K (.r,)/) konvergiort. also im Grund 
gebiet absolut und gloicluniidig boziiglieh boidor Variablen, wa 
in bescliriinktorom Sinno naoh § so.hon aus dotn Morcorsehei 
Satz folgt, und es gilt dio. bilinearo Funnel 


A'(V.) 




Die Pormeln (8), (9) und (10) ilm §29 zeigen ferner, da, 

die Reihe * 

— V h ' h i i 


sich von der Reihe 


v ^ i . n:t« 

n Z 


nur um ein© beziiglmh boidor Argument© im Urundg©lii©t glehd 
mafiig konvergierend© Reihe, also ©in© nttdig© Puiiktion bcdde 
Argument© unterscheidet Da mm di© (*rb|j©n k mid k x im Drum! 
gebiet stetig und positiv bleibon, folgt woit©i\ da IS di© I(©ili© 


‘ 4 f J l n 


in jedem Gebiet der Variablen gleiehmiiiiig konvergiert, in wetehm 
dies von der Reih© (i) gilt Dazu gtmiigi ©h, an irgoiul ©im 
Stella des Grundgebietes featzuhalten und .r ©in© Strerkt*, di 


einen Tail dieses Gebietes bildat und x x nieht enthiilt dun 


zu lassen. Dann bleiben di© GroBou $ und j ^ tibc 
einer positiven Grenze und unter ©Anar Sehrank© von der Don 
2 Z —©, wobei c ein© positiv© Konstant© bedautet Damns ala 
schliefit man, dafi die Reihen auf der reehten Seif© d©r(ilei«dmng(i 
gleichmafiig konvergieren, inclem man nidi der in § 4 ©ntwiekeltr 
Eigenschaften der Reiho . 


erinnert. 
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§ 30 . 


An der Stelle x l = x, — ss wird der zweite Teil der 
Reihe (1), als Funktion von x x betrachtet, un9tetig; dasselbe gilt 
daber von far, und es gilt dabei offenbar die Gleichung 

(2) f (as — 0) + f(a: 4-0) = 2fa:. 

Aus den anf Konvergenz beziiglichen Eigenscbaften der Reihe 

1, oo , 

^ • CpnOC 


ergibt sich sodann anf Grand des in § 5 benutzten allgemeinen 
Satzes liber die Mdglichkeit, eine Reihe gliedweise zu diffei;en- 
zieren, da ja die bilinoare Formel gilt, die weitere Formel 


( 3 ) 


ic(x, «) = 


sobald x und oc versohieden sind. 

Da ferner der Kern K(x, §), der an der Stelle x = | eine 
unstetige Ableitung nach x besitzt, als Funktion von x mittels 
der bilinearen Formel nach den Eigenfunktionen <p n x entwickelt 
werden kann, so gilt dasselbe von deni Ausdruck 

-|- «i A”(,r, £,) |- <t 2 K (.r, £ a ) -|- * * • - b «». A” (,r, g m ), 

in welchcm <t 1 , a 2 , ... konstant siud und <!>.r quellonmiilJig dar- 
gestellt werden kann. Wio in § 5 sehlielion wir hieraus, dafi jeile 
Funktion nach den Eigenfunktionen anf die Fouriersche Weise 
entwickelt werden kann, deren Ableitung im Ixmera des Grund- 
gebietes eine endlicho Anzald von Spriingon macht, wahrend die 
Funktion selbst im ubrigen die in § 20 angegebenen charakto- 
ristisehon Eigenschaften dor Funktion <I>x besitzt. 

Sodann orhiilt man unstetige, naeh den Eigenfunktionen ont- 
wiekelto Funktionen, wenn man in der Formel 




1,00 , . 


i als die unabhangige Variable auffallt; der Formel (2) zufolge 
ist der Wert der Reihe in einer Unstotigkoitsstollo das arith- 
metischo Mittel der beiden Greuzwerto, donen die dargestellte 
Funktion zustrebt, wenn man sich von oben oder unten der Un- 
stetigkeitsstelle annahert. 


8 * 
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Speziell gelten die Formeln 
<pn 1 • 9n| 


(4) £'(1,6) 




A" (0,6) 


9 J «° - 9>h£ 

A» ’ 


und liefern die Entwicklung einer die Grenzbedingung liiclit 
erfiillenden Funktion von £. Denn da z. H. in dor UrbBo A'' (1, £) 
das zweite Argument das kleinorc ist, hat man naeli § 27 zu 

setzen: £) — g,£.^ i, A''(I,£) <p£.<Fl, 

und diose GrdJJe erfullt als Funktion von £ an dor Stelle £ =■ l 
die Grenzbedingung nicht, da sonst die Funktion </>x boido (Jrenz- 
bedingungen erfiillte, was nicht geschiaht. Die (IroBc, die ver- 
moge der Grenzbedingung vorschwinden sollte, ist also von Null 
verschieden. 

Die Formeln (4) sincl zwar zunachst nur fur den Fall ab« 
geleitet, dab die unter den Funktionszeichon K f stehomUm Argu- 
mente versebieden sind. A bar z. B. die arsta von ilmen gilt auch 
fur £ — 1, wenn nur 11 nicht unendlieh ist. Dann hat man 
namlich die Gleicliung 

1 , 0 © 

(5) kJC (*, £) I 1 == - I1K(1, £) --If£ : g>nb , 


und zwar auch fiir £ 
Grenzbedingung 


1. Da nun die Eigenfunktionen 
k(p' n + H<Pn I ’ ~ <• 


die 


erfiillen, kann man die rechto Soito der Gleichung (f>) loieht in 
die der ersten Gleichung (4) iiberfuhren, und letztero ist auch 
fiir die Stolle £ l orwiesen. Analog gilt die zweite Formed (4) 
auch fiir £ = 0, wenn h nicht unendlieh ist; die Formeln (4) 
versagen also nur in solchen Endpunkteu des Grundgebietes, in 
denen glle Eigenfunktionen verschwinden. 

Die erhaltenen Resultate zeigen, dall die mit koiwtanten 
Koeffizienten a, b , a„, b v gebildete GriiBe 

1,m i, r 

0x + ^a v K(x, £„) + 2 b r K' (t h , x) + a A'' (l, .r) | b K' (0, j), 

in eine Fouriersche Reihe nach den Eigenfunktionen entwickolt 
werden kann, also eine hunktion von x, die beliebig vielo ge- 
gebene Unstetigkeiten an sich selbst und ihrer ersten Ableitung dar- 
bietet und der GroBe, die in den Grenzbedingungen gleieh Null 
gesetzt wird, einen beliebigen Wert gibt. Dabei ist der Wert 
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§ 31. 

tier Reihe in einer Unstetigkeitsstelle in derselben Weise wie bei 
der Reihe. K ( (#, £) oder zu bestimmen. 

Hieraus erhalt man wie in § 5 den Satz, daJG jede Funk- 
tion fX) die auf der Strecke you 0 bis 1 mit iliren ersten 
beiden Ableitungen stiickweise stetig ist, in der Form 

i 

fx = 2 \fa.cp n a.da 
u (I 

dargestellt werden kann; sie braucht dabei keineswegs die 
Randbedingungen der Eigenfunktionen zu erflillen. In den Un- 
stetigkeitsstellen der Funktion fx gibt die Reihe den Wert 

l r/X* +0) + /’C*- 0)1; 

in einem Endpunkte des (Irundgebiotes, in dem die Eigenfunktionen 
verschwinden, gibt die Reihe natiirlich den im allgemeinen tin- 
riehtigen Wert Null. GlcichmaCig konvergiert die erhaltene Reihe 
wie die benutzten Reihen K f {oc, £) als Funktionen you | auf jeder 
Strecke, die weder einen Unstetigkeitspunkt der dargestellten 
Funktion enthalt, noch einen Enclpunkt des Grundgebietes, in dem 
diese Funktion die Grenzbedingung der Eigenfunktionen verletzt. 

Ist i'erner fx cine beliebige you x — 0 bis x ~ 1 
stetige Funktion, so erhiilt man naeh der Methode des 
§ (> die you Stoklof f bewiesene Gleichung: 

1 1,00 1 
j (/a)s d « — 2 [ f /'«• <N «• <1 «1 2 ; 

0 H 0 

besteht diese Gleichung fur irgond ein orthogonalea Funktionen- 
system <p ni so nennen wir dieses abgeschlossen, die Gleichung 
Abgeschlossonheitsrelation. Die Moglichkeit des Beweises beruht 
wie in § (> darauf, dab man cine beliebige stetige Funktion (lurch 
quellenmalhge angenahert darstellen kann. 

§ 31 . 

Belastete Integralgleichungen. 

Dio Sturm -Lionvillesche Randwertaufgabe wird bei wich- 
tigen Anwendungon dahin abgeandert, clafi der Kigcnwert X in 
den Randbedingungen auftritt. Bei eloktromagnetischen Aus- 
gleiehsvermogen in Kabeln sowie bei Schwingungen you Saiten 
mit elastisch befestigten Endpunkten wird ctwa gefordert, V auf 
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der Strecke von .<; = 0 bis ,r ■ 1 80 zu beat,immen, dad di< 
Gleichungen 

(1) v" + a v r= o, ro ”«, \{p .-'/ A) v ~t- K'| > — o 

gelten, in denen p und q Konstanto und, was wonentlieh, q poaitr 
ist. Man findet sofort fur Eigen fnnktionen und Eigemvorto 

V — sin rr (/A, (?) — q A) sin y'A | \ A cus \ A - 0. 

Sind A, und A a verschiodone Kigenwerto, \\ und V., dio zugehii 
rigen Eigenfunktionen und uutorwirft man din in it den Wortoi 
X — X x und A — A a angcKOtzten Uleiehungon (1) der Groenscho 
Operation, indem man dio orste mit F s , din zwoito mit, i', multi 
pliziert und subtrahiort, so ergibt sicli 

q I', V 3 \ l -\- j J\V a d.r~ 0; 

(t 

die Funktionen J\ und sind alno niehfc im binherigen Sizm 
orthogonal. Fiihren wir aber oin Zoiehcm bolastotor Integra 
tion im Orundgebiet (lurch dio Gleichung 

— i 

(2) \ fa . d a =:= | f a. d a \ f/. f i 

0 

ein, so erbalten wir dio Boziohung 

[ W* - 0, 

die wir als belastete Orthogonalitat bozoichnen. Kino Vtn 
allgemeinerung der Definition (2) kanu bei andoron Aufgahp 
darin bestehen, daJB reditu die Worte des Integranden an la 
liebig vielen festgelegton Stelleu dee GrundgebiotoK auftrotei 
jeder mit einem festen positiven Faktor multipliziort. 

Fiihren wir jetzt eino (iroenscho Funktion A(i, £) ein, di 
die Gleicbungen 

*"M = 0, K(0 I,) = u, A''(!,<■) i /* A’ (1, $) 0, 

•K' (£ — b, I) -■ K' (| i- o, |) - i 

erfiillt und nach der Schluflformel dea 1, wonn .r *.. £, dure 
den Ausdruck 

Z(a:,i)=ff(|, : r) = a;ll+ 1 i ; (l ”" )1 

1 p 
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gegeben wird, so liefert die Greensche Operation auf die GroJSen 
K und V und ihre Differentialgleichungen angewandt die Gleicbnng 

Vt- = kVl. K( 1 , 1 ) + l j K(x, i) Vdx 

0 

oder die belastete Integralgleichung 

Vt = l] 7 K(x,t) Vdx. 

Sie fiihrt dazu, eine quellenmabige Funktion in der Form 

— i 

Fx — j K (x, a) fa . da — J JvT(.r, a) f a. d a -\- qK{a\ 1) f 1 

0 

darzustellen, fur die man sofort mittels einer oft durcbgefuhrten 
Reclmung die Differentialgleichung 

F"x = — fx 

und die Randgleichungen 

(3) F 0 = 0, F f l+pFl—qfl = F'l+pFl + qF"l = 0 

findet. Ist fx im Grundgebiete stiickweise stetig, so ist Fx 
mit der ersten Ableitung stetig und besitzt eine stiickweise stetige 
zweito Ableitung. Hat eine andero Funktion <$x diese Eigenschafton 
und erfullt die Randgloichungen (3), so setze man fx — — 
dann findet man fur die Differenz ?? x — — Fx die Reziebungen 

8r"ff = 0, af'l+jpSl = 0, so — 0, 

die, da stetig ist, im ganzen Grundgebiete $x — 0 ergeben, 
also 0x ~ Fx; die Funktion <X>x kann quollenmabig dargestellt 
werden. 

Der Nutzen des belasteten Integralzeichens besteht nun darin, 
dab es alle fur die Theorie der Integralgleicliungen im dritten Ab- 
schnitt wcsentlichen Eigenschafton des Zeichons der gewbhnlichen 
Integration iiher das Grundgebiot toilt, so dali jeno Theorie mit alien 
Krgebnissen auf die belastete Integralgleichung iibertragen werden 
kann. Diese wcsentlichen Kigenschaften lassen sich aufzahlen. 
Zunachst ist die Vertauschbarkeit der Integration mit der Addi¬ 
tion der Integranderi sowie mit der Multiplikation des Inte- 
granden mit einem konstanten Faktor zu erwiihnen; sodann die 
Eigenschaft, dab das Integral einer nicht negativen stetigen 
Grobe positiv ist und imr dann verschwindet, wenn der Inte¬ 
grand im Grundgebiete uberall verschwindet. Diese Eigenschaften 
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gelten aucli fur cine doppolte Integration iiber das Grundgebiet, 
bei der, wenn der Integrand stetig ist, die Folge der Integra- 
tionen ohne EinfluB ist. Aim dieaen Kigonsrhftften der Integra¬ 
tion ergibt sicli im besonderen die Sobwarzsoho I'ngleiehmig; 
sie alle sind so fort auf das Zeichen der belastoten Integration 
zu iibertragen. Endlie.h iat nodi als wosentlieh zu erwilhnon, 
dafl aucb bei der belastoten Integration eine derartige positive 
Ivonstante c vorliegt, dnB imtnor die Engleiehung 

J /’« . d k <; f) r 

gilt, sobald \fu\ ■< <); im oben botrachteten Konderfallo iat 
c— l-f-g zu setzen, und es iat wosentlieh, dab 7 poaitiv iat,. 
Auf dieser Eigonschaft boruht oh, daB oino im Grundgehiete 
gleicbmiiBig konvergierende ltoihe gliculweiso aucli belastot into- 
griert werden darf. 

Ein Illick auf die ^ IS bis 2-1 goniigt, um eitmwehen, dali 
nur die bier orwahntou Eigonaebafton bei der UnterHuehung 
atetiger Korno vorkomtnon; man darf dahor die ErgobniHse dor 
allgemoinen Theorie dos dritten Almchnittos, soweit stotigo Kerne 
in Betracht kommen, auf die belaateton Integralgleichungon iibor- 
tvagen, z. B. das Moroorsche Theorem nach § ‘24 mid die Siilze 
des § 20 iiber dio bilinearo Itoihe. In diowor Hind natUrlieli die 
normierten Eigenfunktionon so zu vers token, dab dio Gleiebmigon 

J (g - l 

besteben, der GrtiUo V ist also dor Normierunghfaktor 

:■■■! [//(KM)-b j V*tU 

n 

beizufiigen. 

Einen wesentlichen Toil der nbtigou Siitzo iibor die Dar- 
stelluug willkiirlicher Funktionon liefort das M 0 roersoho Theorem, 
da die zur Bestimmung dor Eigenworte dienende Gluiohutig naeh 
Canchy hoohstens endlich viele negative Wurasln haben knnii. 
Die bilineare Formel gilt also und die bilinearo Iteiho konver- 
giert im Grundgebiete in bestimmtem Simio gleichmiiliig. Multi- 
pliziert man die Formel mit fx und integriert mit dem belastoten 
Integralzeichen gliedweise, so ist sofort ersichtliob, dull jodo 
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§ 31 . 


quellenmaBige Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt 
werden kann. Da ferner 


o) 


K(x, 1) 


X 

l+p 


^ (f n X.(pnl 
' l 


so kann man aucli jede Funktion Q>x entwickeln, die die Eigen- 
schaften der quellenmaBigen besitzt mit Ausnahme der zweiten 
Eandeigenschaft; setzt man 

Fx — <&x -f a .r, 

so kann die Konstante a so gewahlt werden, daB Fx die zweite 
Randglcichung (3) erfiillt, also quollcnmaBig davgestellt werden 
kann; mm ist a x nach (*1) entwickelbar, also auch <J>x. Endlioh 
bietet die bilineare Forme 1 die Mdglichkeit in Ausdruoken wio 

<h K Si) + <h K 5a) + • • • 

Funktionen mit nur stiickweise stetiger erster Ableitung her- 
zustellen; nach der Methode des § 30 schlieflt man also, daB 
jede stetige Funktion mit stiickweise stetigen Ablei- 
tungen erster und zweiter Ordnung, die an der Stelle 
x — 0 verschwindet, nach den Eigenfunktionen ent¬ 
wickelt werden kann. 

Man erweitert diesen Satz nocli, wenn man die asymptotische 
Form der Eigenwerte beriicksichtigt; man ersieht aus dor Glei- 
ehung, die sie deliniert, daB annahernd 


K — (w 1 v) 2 tf a 

gesetzt werden kann. Daraus sehlieBt man wie in § 30, daB die 
bilineare Reiho gliedweise dilTerenziert werden kann; in den 
Reihen , , 

7/7 /,*. t\ _ tf )n tT/ * ( Pn b 
*•[*,*) —2j i * 


'<■' (o, i) 
A" (1,0 


Pi _ \-l V'nii 

“ 1 -t ~J>" ^ A„ 

n 

— 'Pi ST' <P'n 1 • <f>n i 

1 “l” p /L} t 


hat man unstetige nnd die Rarulbodingungen nicht erfullcnde 
Funktionen von | nach don Eigenfunktionen <p„£ entwickelt, und 
folgert daraus wiederum wio in § 30, daB jede mit ihren era ten 
heidcn Ableitungen im (5 rundg(‘hiete atuokweiae stetige 
Funktion nach den Eigenfunktionen entwickelt werden 
kann. 
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§ 32. 

Integralgleichungen and Besselsche Funktionen. 

Beim Problem des scltwmgenden Seiles (§ 10) uml boi audercn 
Problemen der mathemutischen PhyHik tritt das System dor Funk- 
tionen <T m (Q%) auf, wobei in cine nicht, negative gauze oder ge- 
brocbene Zabl bedoutet, J m x das an der Stelle x t) von Loga- 
ritbmen und negativen I’otenzen von .c froie Integral der Gleielmng 
x-y" | xif p (.r a — in*) y 1 0 
ist, und die Zahlen q durch cine Gleielmng von der Form 

f- H'fmQ • 0 

definiert sind, in der durch II cine Konstante bezeiehnet wird, 
die nicht negativ ist; letztero kann atieh den Wert oo annelimen, 
so daB die Werte q die Wurzeln der (lleiehung 

“ o 

sind. Es handolt sicli hei den erwiihnten Problemen darting cine 
auf der Strocko von x = o bis .r - 1 willkurlich gogtdiene Funk- 
tion nach den GrbBeu J m (ox) zu entwiekeln, hei denen man sicli, 
da J m x das Produkt aus x m und einer geradon Funktion von x ist, 
auf die positiveu Werte von p besehriinken kann. 

Das System dieser Funktionen ist dem Sturm-laouville- 
seben verwandt, was besondors klav wird, wenn wir die Griiben 


y t / m (o ) x ) 

betrachten, die von Logarithmon und negativen Potenzeii you x 
freie Integrals der Gleielmng 


(l 

dx 


( 4 V*) ( ; 


m*\ 

■ x)y 


o, 


I 


sind und die Grenzbedinguug 

(L) 2 d d y x -f Ily ‘ 0 

erfullen. Dies© Differentialgleiehung fiillt unter dim vim Sturm 
und Liouville betrachteten Typus mit der Modifikation, dati fur 
di© in der allgemeinen Theori© durch 1% uml 1 hezekdinattm (*rb|jan 
die Gleichungen 

& ° = 0, l 0 ©n 

gelten. Trotz dieser Singularitaten erkennt man die (irbilen 
Jm( q$) als zueinander orthogonal, indera man zwai von ihnen 
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durch V r und V„ bezeichnet und aus den zugehorigen Differen- 
tialgleicliuDgen nach der oft gebrauchten Methode die Formel 


4x(V r V' - V r V’ n )\\ + {l r - K) J V r V n dx = 0 

0 


ableitet, in der das vom Integralzeichen freie Glied an der Stelle 
x = 0 wegen des Faktors x verschwindet. 


DaB ferner die Grohen J m (q x) Eigenwerte eines symmetrischcn 
Kernes sind, ersieht man durch Entwicklungen, die den in § 27 
durchgefiihrten selir ahnlioh sind. Abgesehen von dem als aus- 
geartet anzuselienden Falle in = 11 — 0 ist dor Kern das von 
Logaritlnnen und negativen Potenzon von x freie Integral der 
Gleichung 


( 2 ) 


Xy 


(l 

(I x 


4x ly \- 
iX dx 1 


ii, a 

.r ' 


0, 


das an der Stelle x — 1 die Randbedinguug (1) erfiillt und an 
der Stelle x = g gemafi der Gleichung 


lK’(x, I) 


[ ° = 4xK r (x,t)\‘ ° 

5+0 ,s ft +0 


1 


singuliir wircl. 

Dies© Kerne lassen sich darstellon. Bezeichnet man (lurch 
u den ecliten der beiden Bruch© 


# £ 

r * 9 

so orhalt man fur m = 0 die Gleichung 


(3) K (.r, |) 

fiir m >> () allgemoin 

1 


1 1 , x% 

2 // - 8 l0 « „ ’ 


0) 


I<(M) 


u- 




(•'■£) 8 


4 »‘ 1 " 1 1 2 (m + Il)' 

also Ausdriicko, die offonbar auch fiir den Fall II ™ oo eintm 
bestimmten Sinn hehalteu; bei der Annahme m "> 0 karm auch 
II — 0 gesetzt warden. 

Nimmt man in diosen Ausdriicken fiir dio gauze Streckc von 
0 his l den Wert 

* 
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so stellen sie das bis auf einen konstanten Faktor bestimmte 
Integral der Gleichung (2) dar, das eine stetige Ableitung besitzt 
und an der Stelle x = 1 die Randbedingung erfiillt. Dieses Inte¬ 
gral enthalt an der Stelle x = 0 negative Potenzen oder Loga- 
rithmen. Sollen also diese Singularitaten bei einem die Rand¬ 
bedingung erfullenden Integral der Gleicbung (2) ausgeschlossen 
sein, so muB dieses identisch verschwinden. 

In dem ausgearteten Falle tn = H = 0 sucbt man nach dem 
in § 27 gegebenen Ansatz das an der Stelle x = 0 von Logaritkmen 
freie Integral der Gleichung 



das im iibrigen dieselben Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen 
erfiillt wie die bisber betrachteten Kerne, und findet 


K& I) = 


x + 

~T 



x£ 

u 


8 ’ 


wobei die additive Konstante so bestimmt ist, dab die Gleichung 

1 

j K (x, §) d x — 0 

0 

gilt. 

Diese Kerne sind an der Stelle x = £ == 0 unendlich oder 
in gewissem Sinne unbestimmt; wir stellen aber fest, daB sie zn 
den braucbbar unstetigen Kernen gehoren. 

In den Brauchbarkeitsbedingungen des § 19 wird verlangt, 
daB ein einfacbes oder ein Doppelintegral, unter welcbem der 
Kern einmal oder zweimal als Faktor vorkommt, stetige Funktion 
eines im Integranden stetig vorkommenden Parameters sei und 
daB die Integrationen yertauscbt werden diirfen. Da nun der Kern 
K(x, a) nur an der Stelle x = u = 0 singular ist, so kann man 
yon den Gebieten der einfachen oder doppelten Integration ein be- 
liebig wenig ausgedebntes Teilgebiet so abscheiden, daB auBerhalb 
desselben alle betrachteten Integranden stetig bleiben. Dann 
sind die iiber die Restgebiete erstreckten Integral© in der ge- 
wiinsehten Weise stetig und lassen die Vertauschung det Inte¬ 
grationen zu. Dasselbe laBt sich von den iiber die vollen Grund- 
gebiete erstreckten Integralen dann sagen, wenn der Wert der 
iiber das kleine Teilgebiet erstreckten Integral© beliebig herab- 
gedriickt werden kann. Das ist bei dem Kern (3) daraus er- 



Sturm-Liouvillesche Theorie. 


125 


§ 32. 

sichtlieh, daC die Unendlichkeit des Kerns K (<z, x) nur dadurch 
zustande kommt, daJB er einen der Werte 

2 H — s l0 « JII 

annimmt, die an der Stelle a — x = 0 unendlich werden. Nun 
kann aber jedes Integral von der Form 

(5) j /'(«, x) (log afda^ jj / («, x) (log a) k (log x) h d a d .r, 

in welchem /'(w, x) stetig ist, abgeschatzt werden, indem man a Is 
Integrationsgebiete die Strecke oder das Quadrat 

(G) 0 ^ a a, 0 < x < a 

nimmt, was in unserem Fade die oben erwillinten kleincn Teil- 
gebiete scin konnten. Die Integralo (5) sind bei jeder Integrations- 
folge kleiner als die Integrale 

« a a 

g j (log oc) k d a 1 g J J (log a) k (log x) h d a d 

o oo 

in denen g eine obere Schranke der Werte |/’(a, #)| ist, und die 
offenbar mit a unendlich abnehmen. 

Bei dem Kern (4) liegt die Kaehe noeh otwas einfae.her, 
indem er an der singularen Stelle x r : £ 0 nur unbestimmt 

innerhalb einer bestinmiten endlieben Wertstreeke wird; setzen 
wir x — Q<(;c 1, so haben wir 

L w * 

Inn A (c*, £) . - c/ 1 • 

* 0 v 4 m 

Die Grenzwerto A(+ B, + 0) liegen also auf der Strecke von 

0 bis } • Daraus folgt aber sofort, dab die Ubor die Toil- 
4 in ’ 

gebiete (6) orstreekten Integrale von der Form der or, die bei 

den Braucdibarkoitsbodingungen des $ 19 auftreten, mit a ver- 

sehwindon; aueh die Kerne (4) sind brauehbar. 

Iliernaoh. sind die Siitze des dritten Absehnitts, soweit sic 

nieht ausdriieklieh auf stetige Kerne oingesehriinkt sind, auf die 

Intogralgleiclumgon der Bessel sehen Funktionen anwendbar; 

insbesondere gilt dies von § 22, nach welchem eine zu alien 

Kigonfunktionon orthogonale, auf dem Grundgebiet stetige Funktion 

aueb zu dem Kern orthogonal ist. Nun gibt aber, wenn 

i 

Fx J K (j\ a) fa . da 
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gesetzt wird, eine leichte Rechnung 

2Fx = - fx\ 

verschwindet also Fx identisch, so dab fx zu dem Kern K{x 1 £) 
orthogonal ist, so mub auch fx identisch verschwinden. Der Satz 
des §22 gibt also die Folgerung, dab eine im Grundgebiet 
stetige Funktion fx identisch verschwindet, wenn sie zu 
alien Eigenfunktionen orthogonal ist, d. h. wenn alle 
Gleichungen 

i _ 

jfx.J m (|/A n x)dx = 0 , n = 1, 2 ... 

0 

gelten. 

WeBentlich anders als bei den Sturm-Liouvilleschen Funk- 
tionen mub bei den Besselschen die bilineare Formel abgeleitet 
werden, da der Mercersche Satz an stetige Kerne gebunden ist. 

Es ist bekannt, dab die Funktion J m x fur groJSe reelie Argu¬ 
ment e asymptotisch durch den Ausdruck 



dargestellt wird. Daraus ersieht man leicht, dab die oberhalb 
einer gewissen Grenze liegenden Wurzeln der Gleic-hung 


Q JmQ - 1 " H-JmQ 0 


im wesentlichen in arithmetischer Progression und die Eigenwerte 
l n wesentlich wie die Quadrate der natiirlichen Zahlen fort- 
schreiten, so dab die Reihe 



konvergiert. Aber anderseits zeigt die angefiihrte asymptotische 
Darstellung, dab 



gesetzt werden kann, wobei W zwischen von q unabhangigen, end- 
Hehen und positiven Grenzen liegt; die normierten Eigenfunktionen 




9n« = 
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bleiben also nicht in dem ganzen Grundgebiet zwischen endlichen 
yon n unabhangigen Grenzen, so daB die bilineare Reihe 

^ cpnX. cp n y 
X n 

niclit in derselben Weise konvergiert, wie bei den Sturm - 
Liouvilleschen Funktionen. 

Nun zeigt die asymptotische Darstellung von J m , daB ]/xJ m x 
zwischen endlichen Schranken liegt; man kann daher setzen, 
indem man fiir x schreibt, 

4_ _ 4 ?Tf 

Vp Vl^(pVS) = ^ VI^(pVI) = ;> • 

V? 

Sobald daher die Grofie £ liber einer beliebig klein festgelegten 
positiven GroBe a verbleibt, kann man auch 

^(pVY) = 7 

VP 

setzen, mithin nach (7) 


■>» % __ '/m (p yj ) J ( q (l x \ 2 

K 0 2 L 


und da die GroBe J m ( Q | x ) jedenfalls zwischen endlichen von x und 
p imabliiingigcn Sohrankon bleibt, folgt 

VIC - qhiX.q>nS W 


Unter der jetzt geltendon Voraussetzimg 

(8) I : . * 

konvergiert also die bilineare Reihe hoziiglieh der Variablen x 
gleichmiiBig; da ferner bei dieser Annahme K(x, £) emllich ist, 
kann die Reihe 

= k(-’X) . 

n 

init einer stetigen Funktion you x multipliziert von 0 bis 1 nach 
x gliedweiso integriert werden. Offenbar findet man so z. R: 

i 

J Q. (A g).<p M x.dx — 0; 

0 

nach dem obon erhaltenen Satze folgt also fiir das Grundgebiet 

«(.r,£)==(., ^,£)==2 ,,, ^’’ ,S 

miter der Annahme (8). 
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Jetzt zeigt der allgemein auch fiir brauohbar unstetige Kerne 
giiltige Satz des § 22, dab eine qucllonmaiiige Funktion 

\k(x,, £)fx.dx — F$ 

0 

auf die Fouriorsche YVeise uacli der Form el 



fx.q> n x.dx 


entwickelt werden kami. 

Unter welclieu Bedingungon alter eine Fuuktion Ox (juellen- 
miifiig dargestellt werden kann, sieht man leiclit naeb dor in 
§ 27 gebraucbten Methodo. 

Zunachst findet man niimlicb, wie schon oben orwahnt wurde, 
durch leichte Redlining 

ii Fx = — fx\ 


ist sodann Ox eine Fuuktion mit stetiger erster und stuckwoise 
stetiger zweiter Ableitung, die die Randbedingung der Kigen- 
funktionen erfiillt, und setzt man 


d 

dx 


(4x0') 


»» a d> 

x 


V fx, 


so ist fx im Falle m > 0 an der Stelle x 0 nur dann siebor 
endlich, wenn - 

li m 

* o x 


endlich ist. Setzon wir dies voraus, so ist F <t> eine die Rand- 
bedingung erfiillende Losung der (ileichung 

ily = 0, 

deren erste Ableitung stetig ist. Eine solehe mub identisch ver- 
schwidden; die letzte Gleichung ist ja mit der durch (2) bezoich- 
neten identisch. Die Diierenz F—O versehwindot also idcntisch, 
und daunt ist die Funktion <P quellenmabig dargestellt; die Argu¬ 
mentation braucht in dem ausgeartoton Falle nur urnvesentlich 
modifiziert zu werden. 

Hiermit ist gezeigt, daC eine Funktion von den fiir Ox vor- 
ausgesetzten Eigenschaften auf die Fouriorsche Weiso entwickelt 
werden kann, einschliefilich der Stelle x 0. 1st nun zunachst 
m > 0, so enthalten die Eigenfunktionen den verschwindenden 
Faktor ar 1 /*’"; die Darstellung von Ox bleibt also an der Stelle 
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x — 0 giiltig, wie es die allgemeine Theorie aussagt, da #0 ver- 
schwindet. Wenn aber m = 0 ist, braucht dies nicht angenommen 
zu werden. 

Ans der oben benutzten Gleichung 


y xj m x 

folgt iibrigens offenbar 

4 

y kJ vi (q^cc) 


w 

Yi' 


und wenn die GroBen a nnd b dem Grundgebiet angelioren, 

f , y j ,/ \ i f , doc W W [doc W 

foc.J„,{Q\a)da = fa- , • ----- — l, — , 

J ,* y« Vc VpJya W> 


wobei die Grofie a und b auch in die Grenzen 0 und 1 hinein- 
riicken diirfen, die Scliranken des Symbols IF aber von a und b 
unabhiingig sind. Da ferner die GroJBe (9 V x ) zwisclien zwei 
von q und x unabhiingigen endlichen Grenzen liegt, so erhiilt 
man aus der Formel (7) die Gleichung 


<p» 

K 


cpu a . fa. (I c 


1 1 

= ^ j J m ( y]l m) f'a.d a: j a )~<it 




Die nach n gebildeto Summo dioser Grblion konvorgiertalso gleich- 
mafiig beziiglich der Variablon x und ist auf dem Grundgebiet 
mit EinschluB des Wertos x r~r 0 stetig. I Hermit bestiitigt sieh 
wiederum, was die allgemeine Theorie voraussagt. 

Dm ferner ttiitze fiber die Darstellung unstetigor oder mit 
unstetiger Al)leitung versehener Funktionen zu orb alien, betraehten 
wir wie in § d() die bilinoare Formel als Fouriersehe Fntwieklung 
einer mit unstetiger Ableitung behafteten Funktion; ebenso die (lurch 
Differentiation erhaltonon als Darstellung unstetiger Funktionem 
Die notigen Konvergenzeigenschaften iirnlet man wie in § <H() aus 
der asymptotisehen Darstellung der Eigenfunktionem 

Man iindet nun boi der Annahme x *> $ im Falle m 0: 


E'(X, $)=n - 


<) 


IvnftHor, 2. Autl. 


1 

4 
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und im Fade ni > 0 


m 




m m _^ 

mi ; 2 X 2 __ 

4(w + H) 1 


also entspreebend beiden Fallen: 

K'{ 1,|) = -|, = # 


m _ m 

8 ‘ 4r(m -f- H) 




und diese Groben erfiillen als Funktionen yon £ die auf die Stelle 
|=1 beziiglicbe Randbedingung offenbar nicbt. 

Hierans scbliebt man nacb der Metbode des § 5, indem man 
den Ausdruck ^ ^ 

%x = 0 > x + 2 a v K (x, | v ) + 2 6 v 


betracbtet, dab eine Funktion Fx nach den Eigenfunk- 
tionen eines der betracbteten Systeme entwiekelt werden 
kann, wenn sie mit ihren ersten beiden Ableitnngen im 
Grundgebiet stiickweise stetig ist, und im Falle m > 0 
einen endlicben Grenzwert des Verhaltnisses Fxjx an 
der Stelle x = 0 ergibt. Eine solche Fnnktion kann namlich 
immer in die Form $x gebraebt werden, wobei <&x die oben 
geforderten Eigensebaften besitzt. 

Nacb der Metbode des § 30 folgt endlicb, wenn fx im Grund¬ 
gebiet stetig ist, die Abgescblossenbeitsbeziebung 



a.cp n u.clo(, 


§33. 

Die Legendreschen Polynome. 

Die mecbaniscbe Bedeutung der Legendreschen Polynome ist 
scbon in den §§ 10 und 16 erortert. Dieselben ergeben sich als 
Losungen der Aufgabe, in der Gleicbung 



die Konstante X so zu bestimmen, dab ein auf der ganzen Strecke 
yon x — — 1 bis#=-Fl endlicbes Integral mit endlicber Ab- 
leitung vorbanden ist. Sind X x und X 2 irgend zwei solcber Werte 
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33. 


und ® 2 die zugehorigen endlichen Integrale, so findet man 
unmittelbar: 


®2 


d 

dx 


(i - **) (». ■' f ®*) + (». - K) j 

— 1 

woraus, wenn A, und A a verscliieden sind, die Gleichung 


= 0, 
= 0, 


+ 1 


<9 2 rf & = 0 


folgt. Nimmt man also die Streeke von x — 1 bis x = -[- 1 
als Grundgobiet, so sind die zu verscUiedenen der gesuehten 
Werte X gehdrigen endlichen Integrale der Gleichung (1) zu 
einander orthogonal. 

Nun lassen sich gewisse der gesuehten Werte von X leicht 
angeben, die Werte 0 und n(n + 1) namlich, wenn n wieder 
eine positive ganzo Zahl bedeutet, und die zugehorigen Losungen 
& sind die Lcgendreschcn Polynome 


IU 


1, 'P n X 


1 

2 >» 'fi | 


d tl 

dx n 


to* - m- 


Zu jedem dicker Werte X gehdrt koine andoro Funktion <0, weil, 
wie man leicht sioht, jedes von P H x verschiedene Integral der 
Gleichung 


d 

dx 






d.r 


+ n(u 4 1)?/— 0 


air den Stellon x — f- 1 unendlich wird. Hatte also die Glei¬ 
chung (1) auBer den Intendresehon Polynomen noch eine Losung 
( H ) von der gewiinsehten Besehaffenheit, bo miiBte sie zu alien 
Funktionen J\x 1 P n x orthogonal sein: 

+ 1 [ I 

(2) J ( H ) d x — J ,P n x . (») (l x - (). 

* i .-1 

Ilioraus lilBt nidi aber ableiten, dab ( H ) identiseh verschwinden 
miiBte. Durch die Polynome P 0 P n x liiBt sich niimlich, da sie 
alio von versehiedenem Grade sind, jedc ganze positive Potenz 
von r, mithin jedes Poiynom des Arguments x linear ausdrucken, 
und da nach oinom beruhmten Theorem von Weierstrass jede 
stetige Funktion von x in einem endlichen Intervall durch ein 

o* 
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Polynom mit beliebig bobem Grade der Annaherung dargestellt 
werden kann, gibt es ein lineares Aggregat Yon Legendreschen 
Polynomen, etwa 

ijj X — a 0 4" a i Pi X a 2 ^2 X -h • 

von der Beschaffenheit, dab auf dem ganzen Grundgebiet d. h. 
der Strecke 

- 1 X 4" 1; 

die Ungleichung 

(3) \@ — 

gilt, wobei a beliebig klein gegeben sei. Dann findet man 

+ i +i + 1 

J ®*dx— j®ipx.dx + j ®(® — tyx)dx, 

— 1 —1 *“! 

und bier yerscbwindet recbts das erste Integral, da S zu alien 
Legendreschen Polynomen orthogonal ist. Die resultierende 
Gleichung +i +i 

^®%dx = j©(© — ipx)dx , 

-X —1 

kann aber der Ungleichung (3) zufolge nur bestehen, wenn © 
auf dem Grundgebiet identisch yerschwindet. 

Dam it, ist gezeigt, daC die Werte X = 0, n (n 4- 1) in der 
Tat die einzigen sind, die bei dem an die Gleichung (1) ge- 
kniipften Randwertproblem zu Losungen der gesuchten Art, eben 
den Legendreschen Polynomen fiihren. Sodann ergibt sich aus 
der durchgefuhrten Argumentation, die nur yon der Gleichung (2) 
Gebrauch macht, daC jede auf dem Grundgebiet stetige 
Funktion, die zu alien Legendreschen Polynomen ortho¬ 
gonal ist, identisch yerschwindet. 

Die Funktionen P n x sind nun schon in § 16 als Eigen- 
funktionen eines symmetrischen Kerns dargestellt; ihre dyna- 
mische Bedeutung fiihrte dazu, den Kern folgendermaCen zu 
definieren: 


x<£, K(x, g) = — |log[(l — a:) (1 + |)] — | + log2, 
x >& K( x ,£) = — |log[(l -f a) (1— £)] — ! +log 2. 
Dann bestehen die Gleichungen 

dx 2 


0 , 


*'(*,£)( 1 —*■) 


S-o j 

^ + = 1, j K (x, g) d x = 0, 


(±) 
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und die GroUen J5T(1, |), K( —1, f) sind endlich. Hieraus folgt, 
indem wir die Differentialgleichung (4) mit P n multiplizieren 
und von cler mit K (,r, £) multiplizierten Gleichung (1) sub- 
trahieren, in gewolmter Weise 

+ X 

P n £ — n (n +■ 1) J P n %. K (#, £) d x. 

Die normierten Eigenfunktionen sind 
cp n x =y» + l P n x , 

da durch leichte partielle Integration die Formel 

•M +l 



■1 — l 

+ 1 


- (- 1)» (2 »)! J (.^ — 1)»,/ = 2 ^ ^ x 

— 1 

abgeleitet werden kann. 

Der erhaltene Kern ist nun zwar an den Stellen x 1 

unendlieh, abcr leicht als brauohbar im Sinne des $ It) naehzu- 
weisen. Wir wollen aber bier einmal niclit die allgemeino Theorie, 
sondern' die besonderen Eigonschaften der betrachteten Gc.d)ilde 
zugrundc legen. Wir gehen davon aus, da(5, weim fx auf deni 
Grundgebiet stiiekwcise stetig ist, die (Iriifio 

+1 

Fx J K(j\k) fa. d a 

— i 

offenbar eine stetigo Funktion von x ist. Versucht man diese, 
also eino quellenmiidig dargostellte Funktion von ,r, nacb den 
Kigenfunktionen rein formal m ontwiokoln, so erhillt man die Iteiho 

+1 ii 

U ■ ■'S' <i> n x j Fa . </>„ a. da ■ - ~V 9 '“ J \ fa. qi n a. d a , 

n J , J, 

sobald gezoigt ist, dab in dem Integral 

I 1 f 1 f 1 

J Fa . (p n a. da J* <p M a. d a [ K («, ft) f ft . d ft 

i * i i 

die Roihenfolge der Integrationen geandert werden dark Das 
ist sicker, wenn man die unteren Intogrationsgrenzen durch 





134 


Vi or tor Alwhnitt. 


— 1 + £, die oberen durcli 1 —f ersetzt und untar i nine be- 
liebig Heine positive Grofle versteht. Die Hermit woggtdnsstmen 
Teile des Integrationsgebiets gebon abor m clem Integral emeu 
mit a verschwindenden Beitrag, gleichviel in weleher Keihonfolge 
man integriert. Dies ersieht man unmittelbar aue clem exploiter 
Ausdruck K (r, g) und damns, claU das Integral 


J a . log 


ia, il u 


mit s verschwindet, worm g>oc eine im Integratioungebiet stetigt 
Funktion bedeutet. I)amit ist die Gleiohung 


f i M 


(5) Foe. <p n oe.dce j Kfafl) f n m.da ^ f /I .<p n (i.d p 


erwiesen; ersetzt man y n oe dureh l, so lindet man 


r * 

I 1 'a. d a ~ l>. 


Die Keilie 11 ist mm leiclit als im (irundgohiet gleichmiidd 
konvergent nacbzuweisen. Zu diesem Zweek gehen wir von din 
Laplaceschen Formol x 

1*,,*' = ^ J (x ) I 008 «)"</« 

und der Identitiit " 

/7\ pt _ ^ 3 — M l*n ) »<' 

^ U 1 "* ~ 1 

aus; diese Formoln zeigon, dad die (iriidtni 


(l -^) l'».r 


im Grundgebiet zwischen festen'von n unabhEugigen endliohei 
Grenzen liegen. 

Ist nun die Funktion fx auf der Stracko von j" * u bit 
x = b stetig und hat sie im ganzen Grundgebiet eine ntirnkweim 
stetige Ableitung, so kann man setzen: 




_ — (i —«*)/■«. p;< 


n (w + 1) 


. f o n (m 4- 1) 


}/'»■( 


1 — a 1 ) F n a. da 
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Diese Gleicliung zeigt wegen der abgeleiteten Eigenschaft der 
Grofien (8), da.6 die Grohe 

+ 1 

n j J? H a . fa . (I a 

zwischen endlichen yon n unabhiingigen Grenzen liegt. Daraus 
folgt weiter, dafi man 

cp n % f /. 7 (n +• 1) F n x f n 7 W 

— X “1 

sctzen kann, wobei W zwischen endlichen von n unabluingigen 
Gronzen liegt. Damit ist die Reilie 11 als gleichmiifJig kon- 
vergent enviesen. 

Hieraus folgen auf Grund der Gleicliung (5) die Bozielmngen 
+ x 

j q) n a . \li a — Fa | d a 0; 

—x 

da ferner die Legendresche Differentialgleichung die Gleichungen 


J y n a. d 


a = 0 


ergibt, so folgt auf Grund der Gleicliung ((>) 

1 ■ x 

j* 1 11 a — Fa | d a = 0. 

~ x 

Die Differenz It — F ist also zu alien Eigenfunktionen x, 
<p% x, ... und zur Konstanton orthogonal, also Null: 

lfl/1 M +1 

Fx ™ ^ * [fu.<pnK-da =2 <fn •'*’ f Fa . <p n U . (i U. 

n ” i n — i 

Damit ist gezeigt, dalJ die in der Form Fx darstellbaren 
Funktioneu sich in cine auf dom Grundgebiet gleichmiifJig konver- 
gente Reilie nach den Legend roschen Polynomen I\ u\ I\ x x ,... 
entwickeln lassen. 

Um dies Uesultat in ein© brauchbare Form zu bringen, 
nohmen wir an, die Funktion Ox sei im Grundgebiet mit ihren 
crsten Ableitungen stetig, habe ein© stuckweise stetig© zweite und 
dritt© Ableitung und erfulle die Gleicliung 

■f i 

(9) [ <Pa.d a - 0; 
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setzt man dann d r/1 oN /. 

= -f%, 


so bat diese Grobe die soeben von fx verlangte Beschaffenbeit. 
Bildet man mit ibr die GroCe Fx , so findet man leicbt 

+1 


( 10 ) 


{(1 — x^) [<&'x — F‘x]) = 0, 


(0 a — Fa) da = 0, 


— i 


und die Differenz 0 — F ist eine mit ihrer ersten Ableitung 
im Grnndgebiet stetige Losung der Gleichung 



Sie muB also eine Konstante sein, die wegen der zweiten Glei- 
chnng (10) den Wert 0 bat. Das beiJBt: eine Funktion 0 x ist 
quellenmafiig darstellbar mit einer Funktion fx , deren Ableitung 
von x == — 1 bis a? = -f-1 stiickweise stetig ist. 

Da endlicb die Bedingung (9), wenn sie nicht gilt, erfullt 
werden kann, indem man die Funktion 0x urn eine Konstante 
vermehrt, so siebt man, daJ3 jede Funktion 0x, die im Grund- 
gebiet mit ibrer ersten Ableitung stetig ist und stiick- 
weise stetige Ableitungen zweiter und dritter Ordnung 
besitzt, in eine Reibe von der Form 


a 0 + a x P x x -f a 2 P 2 x + ... 

entwickelt werden kann, die im Grnndgebiet gleich- 
mabig konvergiert. 


Formel 


§34. 

Die bilineare Formel in Legendreschen Polynomen. 

Aus dem erbaltenen Entwicklungssatze kann die bilineare 


K(x, y) 


1, oo 


^ cp n x. <p„y (n + f) P» Z. P„ y 


n(n + 1) 

abgeleitet werden, indem man von der folgenden asymptotischen 
Darstellung Gebraucb macht: 

(i) r.mt) = {«,[(. +i)«- f] + ■ 

In dieser bedeutet 6 einen Winkel, fiir den |sind| iiber einer 
festen Grenze g bleibt, und y? eine GroCe, die zwiscben festen, 
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yob. n unabhiingigen Schranken liegt, sobald die GroJBe g fest- 
gelegt.ist Setzen wir y — cost), so bleibt dieser Wert urn ein 
festes Stuck von +■ 1 und — 1 entfernt, das aber mit g beliebig 
klein gemacht werden kann. Diese asymptotische Darstellung 
ergibt sick als Sonderfall der in § 29 betrachteten, indem man 
fiir die Grbken ~ - 

S — y sin 0 l? n (cos ()), u — ~ — 0 , 

die Differentialgleickung 


+T(“ 


4 cos- u 


8 = 0 


erlnilt, u b -j durcli q ersetzt und das Gnmdgebiet von u = 0 bis 

JT 

u = ~ - £ erstreckt, wobei e eino beliebig kleine positive Grebe 

z 

bedeutet; man bat nur noch die Worto von S und dS;du an der 
Stelle u ~ 0 , cos 0 — 0 m bestimmen und zu beackten. 

Die Formel (1) ergibt nun, da die Grofien P n im Grand- 
gebiete zwischen gewissen von n unabhangigen Grenzen liegen, 
unmittelbar: (n 4 . P n y W . 

n (n ~f- 1 ) ’ 

die bilinearo Reihe konvergiert also untor dor hezuglich der 
GrbBc y aufgestellten Voraussetzung gkuehmiibig, wobei die 
Grobe x das gauze Grundgcbiot durehlaufen da,rf. Man kann 
dal 1 or die keihen 

VC-v*) • AV.rt. 

I. “t* 

nach liber das Grundgebiet gliedweise integrieren und erlnilt 
auf Grand dor goltenden Integralgleiclmng 
v i 

j !/) P m J’.d.r - <). 

I 

Da, ferner auch die Gleiehungen 


r * 1 * 

J K(x, y)dx • •= J P n j\dx - 0 


j Q (*r, --- 0 . 


gelten, so folgfc 
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Die Grofie Q ist also m alien Logon cl renohon Folynomen 
unil zur Konstanton J\ x orthogonal, und mufi mudi § XI ideutisch 
yerschwinden. Damit sind die Formeln 


^ JA — i log f (1 — .*•) (1 4 //) I — ’ 1 leg 2 




n 


U(H j 1) 


«2>?/, —flog 1(1 +.0(! •-'/)!--v I log2 


" I A) /*»! 

*r 1 »(» I i) 


zunachst untor dor VoruusKotzung bowioHon, dali <iii> (iniUo y von 
+ 1 und — 1 um oin oudlicliOH Xtiio.k verwhieden lileibt, also fur 
jo-den von -(■ l urnl — 1 vorschiedentm Wort von //, wiihrond ,r 
das gauze Uruudgebiot durohlaufen, also auoh die Werto f- l 
annelimen darf. Aus der Symmetrio der erhaltenen Formeln bo- 
ziiglicli der GroBen x und y folgt dann, dali auoh // im ganzen 
G-rundgebiet beliebig gowiihlt werdon darf. 

Setzt man doingomiifi y 1 1 und heiiirksiehtigt die (ile.i- 
clmngou .( 

so erhiilt man die Formeln: 


( 2 ) 



' L I v ) ■' 

^ »(» ( 1 ) ' 


jj " 1 “ 


(» 


D( 

>1 (« 


I 1’* /*„./' 

1 ) 


Die bilineare Formel kann ala Fntwieklung oinor Funktion, 
doren Abloitung unstetig iet, nach den F,igonfunktiom*n aufgofalit 
worden. Daraus schlieBt man nach dor ncbon viol farh gobrnuohton 
Metbode, dafi in dersolben Woine auoh nine Funktion zu ont- 
wickeln ist, deren ersto Ableitung eino boliebige omUioho An- 
zabl von Unstetigkeiten aufweist, z. B. eino Funktion, die goo- 
metriscb durch eine polygonale Linie dargestollt wink Kach der 
in § 6 benutzton Metbode erscblioBt man hierauH die Gleiohung 

j(fu)*dK — < | 2 «,m 

— 1 n 

in der fa eine beliebige stetige Funktion bedoutet und gosetzt ist. 
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Man kann, ohne neue Hilfsmittel zu benutzen, nocli einen 
Schritt weiter geben und die Gleichung 

dK(x, a\) _ ^ <p' n x.< p n x 1 
dx K 

beweisen. Aus der Formel ( 1 ) und der Identitiit (7) des § 33 
lindet man namlich, wenn 

x — cos = cos (>i 

gesetzt wird, und W dieselbe Bedeutung wie oben bat, 

<PnM.(Pn%i 


— 2 cos 0 

n 7t sin a 0 ^sinO sinO x 
9 


COS 


ft 




7T V F( 

' 4 ^ u I 


(«*>) —J"“- ! -—* - cos 

n 7t sin 2 0 ysin 0 sin (/ x 


(»—i) ° - 4 cos (»+?) — 4] + ^ 


V F | 


= ^ sin w (0 + 0J + ■? sin w (0 — 0,) +• ^ cos n (0 +■ 0i) 


I) w 

+ )J « ( > 8 «( 0 - 0 ,) + tjS , 


wobei yl, />, (\ J) von n unabbangig sind und zwis(‘lien lesion 
von 0 und unabhiingigon Gronzen liegen, sobald die GnilJen 
— (I, und 7T — iiber beliebig klein iixiorten posiiiven 
Grenzen vorbleil)en. 

Nun konvergieren die Koilien 

sin nu ^ cos n n 

n ’ n 
n n 

bekanntlich gleiehmabig uutor dor Voraussotzung 
c < u <„ 2 jr — r, , 

worm c und r, beliebig kleino positive Werte sind; auderseits 
sind die Winkol 0 urnl 0, in Grenzen von der Form c und it — r t 
eingeschloason, so dab eino Beziehung von der Form 

c <„ 0 + 0, ‘2 it — c, 

gilt. Setzen wir daher noch fest, dab !»■, —:r| und darait \(l — 0 i; 
iiber einer foaten, beliebig kleinen positivon Grenze bleibt, so hat 
man aucli cine Beziehung von der Form 

*C ; 0 — 0 i i <i2ir — fj, 
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§3- 


und jetzt konvorgieren die Hoilum 

sia (I) -1 Di)n xyi ros »{ll ! fl x ) 


^ si ini (ft~~ O t ) ^ cos n (II 0,) 

2 -i n i n 


gleichmallig. Mithin gilt, win die Uksichung (:») zeigt, dassolh 
von dor Reiho ^ 

A„ 


untor der Annahnio 

1 | £ X 1 - ■ £, I 1 *i ’ - 1 1 1' ■' i 

wobei £, £ x und £ 2 boliobig klaine positive Gniden Hind 
Damit ist dio Gloichung 

<■> h'(i, •»',) ■<{»•', 


>'i x ■ f 


erwiesen; explizite bat Hie folgende Forman. Kiir x ,i\ erliiilt ma 

1 V n ’ v 


fur x "> j\ 


1 


n 1 




n ( h ■ 

ii) 

— 1 

1 * t 

»i 


2(1 (-.r) 

n 

n{n 

l n " 


Die rechts erhaltene Eeihe ntellt also vim iumte%e Ftmkfiu 
von it\ dar, die an dor Btelle j\ • x eiuon Sprung niacht gemii 
der Gleichung 

“> . «" iu ) 2( .',, 


Hioraus crsioht man tiach dor in § 0 angowandten Mothoi 
leicbt, daC jode Funktion, die mit ihroit erxten droi A1 
leitungen auf dem Grundgehioto HtiU'k weixo Htetig i« 
nach den Legendreschen I’oly no men entwirkelt war do 
kann. 




Fiinfter Abscbnitt. 


Wiirmeleitimg mid Schwingimgen in (Jebieten von zwei 
oder drei Dimensionen. 

§ H5. 

Die Poissonsche Gleichung. 

Wir bezeielmen wie friiber eine Funktion als stiiokweise 
stetig in einem zwei~ oder dreidimensionalen Gebiete, werm dieses 
in eine endliche Anzahl von Teilgebieten zerfallt, innerhalb deren 
die Funktion stetig ist, wahrend sie bestixnmten Grenzwerten 
zustrebt, wenn man sicb den die Teilgebiete trennonden Linien 
niihert. Sagcn wir, eine Funktion sei mit iliren Ableitungen 
stiickweise stetig, so ist dies so zu verstehon, dab die Ableitungen 
im hmern dor Teilgebiete existiercn und in demselben Sinne wie 
die Funktion stetig sind; in den Trennungslinien selbst. wird die 
Funktion, weil unstetig, koine eindeutig delinierten Ableitungen 
besitzen. 

Wir bezeiclmen forner in dieaem Abscbnitt die Stellen eines 
Gebietes durch 0, l, 2, die Klemente des Raumes, der Fliiche 
und dor Linio scion dr, ds 1 d /. Diese, wie iiberbaupt die waiter 
eingefiihrten von tuner odor mehroran Stellen abhilngigen (JroCen 
werdcn in it dam Zeiger dar Stella oder dor Sttdlen varsehen, auf 
die sia sicb baziahen, so dab z. B, r ol die Entfermmg dar Stellen 
0 und 1 , dt x das Element, in walebem die Stelle 1 liegt, fl den 
Wert der Funktion f in dar Stelle 1 bedeutet usf. Dor Zeiger 0 
soil, wo keino Zweideutigkeit entstabt, weggelassen werden, so 
dab t/r, ds iminer Element© sind, die die jeweils betrachtete 
Stelle 0 entbalten. 

Irgend tun Gebiot von zwei oder drei Dimensionen wird als 
Grundgebiet bozeiehnot und festgebalten und auf dieses beziehe 
sicb immor das unbestimmte Integralzeichen. Das Integrations- 
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element zeigt (hum dureh die Bezeirhnung limner an, wkn 
Dimensionen dan Grundgehiet besitzt; ini es eben, ho bezeichi 
wir (38 (lurch 0 * und die umgrenzende Lime dureh P; handelt 
sich inn ein Raumgobiet, so heillt dasselhe ih\ und e? int die e 
schliabendo Oberfliicho. I He auf B mid A bezugliehen GroJ 
wollen wir allgemoin iUmrstreichen. lHe Grenzlinien den Char 
gebiotes und der Teilgebiete, die bei nttickweisi* ntetigen Fu; 
tionen oingefiihrt werden, seien imsoweit fnH vmi Singularity 
dab diose (iebiott- als Integrationsgebiete vielfaeher Intogr 
bonufczt warden kbnnen, 

Vielfae.h warden wir Potential!* von der Form 


zu betraehten haben; sic bositzen die gewohnlieh in der Pot 
tialtlieorio benutzten Kigeimehaften, weim im Integrationsgebi 
stetig iat und stetige Ableitungen under Onhmng hesitzt. Ih 
sind die Potoutiale und ihre erst cm Ableitungen im ganzen Rnv 
oder in der ganzen Kbene stetig und ihre Ableitungen kbn 
gebildet worden, indem man das DifferentiationHzeiehtm <’ 
Integranden oinfiigt, z. 11 weun jr, //, * die reebtwinkligcn K< 
dinaten sind, 

e&l f (• l . 


Diese Eigenschafton sind sclum gesiehort, wenn die l Hr hiigke 
nur als stetig yorauHgesetzt wird. Hat sic aurh stetige o 
Ableitungen, so existioren die zweittm Ableitungen den Potent 
und sind im Innoru dm mit Masse belegten Ueldetcs ttowk 
jedem yon Masse freien Gebiet stetig, ho dab die tIndie 

j n « ^f 

1 <•//? f-i’ 

Oder auch, weim /<’() F gesetzt wird, die (initio 

r,-.. *f»*/** , 


gebildet werden kann und atotig ist. Dio (iauHsiHoho Into}, 
transformation erhalt dann im Raumo die Form 
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wobei d<j das Element der Oberflache N die auJBere Normale 
bedeutet. In der Ebene liat man abnlich 

(? 

Alle diese Eigenschaften bleiben offenbar erhalten, wenn die 
GroJSe q mit ibren erston Ableitungen im betracliteten Gebiete 
stiickweise stetig ist. Dann setzen sicli nnr die Potentiale ans 
einer endliclien Anzahl solcher, in denen die Diehtigkeit mit 
ihren ersten Ableitungen stetig ist, additiv zusammen. 

Das wichtigste 1 lilfsmittel unscrer ferneren Untersucbungen 
ist nun die Roissonsche Formel: 



1st q stiickweise stetig, so verlieren die Gleichungen nur in den 
Unstetigkeitslinien ihren Sinn, nahort man sich aber diesen 
Linien, so streben beide Seiten dieser Gleichungen bestirnmten 
endliclien Grenzwerten zu. 

YVeshalb gcrado diese Formoln t’iir die folgonden (Inter- 
suclmngen von Bedeutung sind, orkennt man leieht, indem man 
das Fioment des das Potential darstellenden Integrals im Sinne 
der Theorie der Warmeleitung deutet. 

Im Raumo kami die Grobe 


in 


der Ebeno die (J rolic 


1 

‘l3tr ol ' 

/ log 1 

2 7T * r K 


01 


multipliziert mit einer boliebigen konstanten C\ als die stationare 
Temperatur angesohen worden, die cine an der Stelle i bofmd- 
liche Wiirmoquollo hervorruft; die Konstante (J nexmen wir die 
Ergiebigkoit der Quelle. Setzen wir C ™ 1, so ist die Warme- 
menge, die im ersten Falle dureh cine Kugel, im zweiten durch 
einen Kreis vom Radius r 01 kindurehtritt, die eine oder andere 

dor (irolJcn ,( / i \ 

- . ----- 1 , 

</r 01 \4 K' > oi / 

"" f (V 1 Y^r (U ~ I, 

t(r 0l \‘2ic * r tt J 
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§ 35 

multipliziert mit oilier Konstanten don leitenden Mittek Dieselbi 
Warmemonge tritfc dureh eine t>oli€*hi|^o gesohloHnene, die Quell 
umschlioBende Flaelie /V odor Kurve die ii In* rail stetig ge 
kriimmt aeien, und man erlmlt m* die Gloirlium»ou 



Wir lassen mm don Punkt l dm Urttndgehiet durohlaufe: 
und noli men an, die dienes unutehlielJonde Fluohe #\ oiler Kurve I 
liege innerhalb dor Fliirlte $ oiler Kurve P\ In bidden Kiille 
ergibt sioh, da von dor Stelle o nielil abiding!, 



Da mm r 01 in dieaen lntogralon slots von Null verHolbeden bleib 
so kann man die Integrutiunen vortaunelum. Set/t man dalu 
ontspreehend beiden ballon eino dor (ileiehuugen 



an, so daB U Funktion dor Stella 0 ini, so folgt 



Dabei kann die Grbfie (! offnnhar aneh als Tomporatur augoHohe 
werden, die ©rhalten wird, wenn dm gauze Gebiet '){ odor it m 
Warmequellen erliillt ist, derail Krgiobigkeit p t mi; die erhaltem 
Gleichuugen geben die Warmomenge, die dureh eino dan Quel 
gebiet umfassende Fliieho odor Kurve hiuduroliiriit. 

Jetzt gelie die FI ache ntotig in die Flaehe A iibor, ho du 
jeder Punkt der erateren mit seiner liioliimtg X ntotig in einc 
Punkt der letzteren mit der zugehorigen iiuUoron Normale iibo 
geht. Wenn dann die GriiBo q mit ihren erst on Ableitungou ii 
Grundgebiete stuck weise ntetig int, so go hi tiarli don obon o 
wahnten Satzen der Poteutialtheorie die iindh ill'ttlX ntotig i 
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die auf der Fliiche $ gebildete 7i OJd N iiber, die ihrerseits eine 
stetige Funktion des Ortes ist; daraus folgt, dab der Grenziibergang 

dU d(J 


auf der ganzen Fliiche yv gieiehmafiig konvergiert, und dafi daher 


die Gleichung 


Kvii 


gilt. Analog hat man in der Ebene die Gleichung 


lim dl 


und die Gleichungen (1) ergeben 

(\ dU f , 


Die Gaussische Integraltransformation lehrt nun 

ft fit <5 (V 

hieraus folgt nach den Gleichungen (2) 

J */ Vdr -■ - J (> d r, j .1 Vd s — ■ p d8. 

m 9i <' (?• 

In dieson Gleichungen kiiimen i)i und te als beliebigo mit 
Masse erfullto Gebiete betrachtet warden, die umfassenden Massen- 
gebieten eingobottot sind; im Innern der Gebiete 9t und (S ver- 
schwindet J F, wenn die auBerhalb ihrer liegenden Massen 
das Potential V goben, und in den Forme In (2) kann daher U 
ebonsogut das Potential der Gesamtmasse, wie das der in 9t 
und K liegenden Teilmasse bedeuten, Man kann daher dies© 
Gebiete, ohne die Bedeutung des Potentials U zu iindern, in einen 
Punkt zusammenschrumpfen lassen, und da J U eine stetige 

Funktion des Ortes im Innern des mit Masse erfullten (Jebietes 
ist, folgt jetzfc die Poissonsche Gleichung 

<iu -./j/; — 1 =-<», 

J 4jrr 0 , J in # r„ 

M l' 

wobei die Zeichen obne Zeiger sich stets auf die Stella 0 beziehen. 

K neier, Jwttigmlgleichungt'ti. 2. Aufl. ]A 



146 


PiinlVr Al'rtHitiiff 


§a 


Dio Poinsonsulm Funnel bleiht aueli, wovuu wir spiiter (}( 
braucli machon, f'iilUf', weim (> an <ler *tel!e 2 im (iobiet 
unondlioh wird wie --logr,,.,, ini Debiet, ;K wii* 1 r (VJ . Dunn en 
liiilt das Potential /•' t. B. im Kalb' des ebeiien <Icbictos eine 
Summandon von der Form 

, f . , 1 , I 

tt -roust os log lug 

J I ytt 1 j ii 

i ,, ■« 

in dom a oino positive beliebig klcin gcwithlte Kunstanto m 
kleiner als r vi sol Diesor Aumlruek kann otTrnbar nls Polenti 
ciner Kreisilnrhe angosehen warden, auf tier dit* IHrhtigkrit alle, 
durch den Abstand vom Mittelpunkt bchtiiuisit ist. I la nun di 
Potential einea unemllich schmalen Kreisrings wit doui Mitte 
ptmkt 2 und konatauter Riehtigkeit im Piniktu l in der For 
const. log(l/r 21 ) gesehnoben warden kuun, so gilt duHnelhe vo 
Potential der Kreisflaehe, wenu die Potentiale dm* Hinge summie 
worden kbnnon, odor die Grolle J endlieh inf. flies fulgt leiel 
wenn wir das Element da in die Form 

(H) da — r^dr^dl 

bringen, wobei dl tun Element des Knusen nut tlem Kudina Eii 
ist, dor in der Stella 2 semen Mittelpunkt hut; tins Integral 

J j log.1* d.r 

ist ja endlieh, aueli wemn die imtere G ren/e j 0 genommt 
wird und log r 10 bleibt im lutegr&tionsgehiet einllieli. 

Auh der angegebenon Form der^GrbtSe J folgt unmittellu 

J X J J % ( const. log t ) 0. 

Bildet man also die GrdBn f71, so ergibt dm Emgehung tl' 
Stelle 2 ebensowenig einen Reitrag, win irgeml tun den Punkt 
nicht enthaltendes Gebiet, und die PoinsonHehe Forund bleil 
an jeder von 2 vorsekiedenen Stella richtig. 

Dieselben Schliisse gelten tiir den Fall dm (labiates tf{, inde 
man die Formal (8) durch die folgonda orsetsd: 

dt — fJ„ dr m d(f; 

dabei bedeutet do das Element der KugelobeHliicho vom Radii 
Eins, deren Mittelpunkt 2 ist. 
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§ 36. 

Die Greensche Funktion als Kern einer Integralgleichung. 

Die Poissonsche Gleichung bildet die Grundlage fiir die 
Theorie der Greenschen Funktion und ihre Anwendung als Kern 
einer Integralgleichung. 

Fiir die Flache 6 werde die Greensclie Funktion 2£(0,1) wie 
folgt definiert. Allgemein gelte die Differentialgleichung 

4 K( 0,1) = z/ o Z(0,1) = 0; 

ferner sei 

Z(0,l)=^logJ-+M(0, 1), 

* 01 

wobei M eine im ganzen Grundgebiet mit ihren Ableitungen aller 
Ordnungen stetige Funktion von 0 und 1 bedeutet. Endlich sei 
an der Randlinie 6 eine Randbedingung von einer der Formen 

(i) X(M) = o, o,i) = o 


erfiillt, in der h eine positive Konstante und N wie oben die 
aufiere Normale bedeute. 

DaC die so definierte Funktion zweier Stellen existiert, folgt 
in den speziellen Fallen, die wir untersuchen, aus dem expiiziten 
Ausdruck, der jeweils angegeben wird. Fiir allgemeinere Grund- 
gebiete wird diese Tatsacbe im siebenten Abscbnitt abgeleitet. 

Die Funktion K( 0, 1) ist die an der Stelle 0 herrschende 
stationare Temperatur, die jon einer im Punkte 1 befindlichen 
Quelle herriilirt, wenn die Randlinie entweder auf der konstanten 
Temperatur Null gehalten wird, oder in einer durch h bestimmten 
Weise die Warme ausstrablt. Man kann die GroBe J5T (0, 1) aber 
aucb mechanisch deuten, indem man davon ausgeht, dafi die 
Gleichnng 

W = aJu ' 


in der a eine Konstante bedeutet, fiir die Verriickung u gilt, 
wenn wir die Flache (S als elastische Membran betrachten, und 
die Randbedingung ist einfach 

u = 0 , 

wenn die Membran am Rande befestigt ist. Soil nun die Mem¬ 
bran eine Ruhelage einnehmen, die von der urspriinglichen ver- 

10 * 
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schicdeu ini, also fur a unit! ubemll den Wert Null ergiht, 
hat man die Gleiohungen 


die nur dann cine nieht ideutisrh verseliwindendt* Gosling Imbei 
werm u an einer Htelle I un«tetig is!. AG einfarlinto Kunktioi 
die die erste Gloiehung (2) erfullt und unstetig Gt, hie let sic 
dor Ausdruek 

1 . I 

'"K .. 


dar; vorsuchen wir, hoi der Grebe a diene rustetigkeit anzubringr 
so fiihron die. Gleiehungen (21 genan auf die vorhin delinier 
Grobe K (0,1). Ala Yemiekung kdimte sit' nuftretmg wemi ms 
die Membran im Punkte 1 mit einer \ud«d huh der urnprirnglichc 
Gloichgawiehlslage ontfernt; hie erhldt datrn in der I'nigolmi 
dieses Punktes nine doruartige (iehtalt. Jedeufalln aber Isiitle im 
eine Verniekung und eine none Gleirhgewieht singe hergeBtellp cl 
?Ai den in § 8 betraehteten gehurt. Kb in! also nnvh den do 
durehgefuhrlen Erwiigongen m erwinlen, dab die bei der Schwi 
gtmg dor Mombran auftrottmden Kigenfuuktiunen eine homogo] 
Integralgleichung erfullon, derm Kern die Grolie K (n, 1) iat, m 


das bostatigt sieh in der Tat. 


Um dies oinzusohan, eriimiirn wir damn* ilaii mnaehid tl 

Grbfle A'(0, 1) leicht aln Hymmotriseh beziiglieh der hidden SteHtm 
und l erkannt wird. Bosehreibt man niimlirh nm ilie Stellen 

und 2 beliebig kloino dom hmern der Kliiuhe G iingelidrige Kre 
linien und wondot auf dan Gebiet G\ huh dein diewi Kreine au 
geschieden Bind, die Gleitdumgen 


z/ 0 AT((U) - J u K (0, 2} o, 
Jds(/i(0, l)JK(l\*2) - 2). / K\i\ 11; 

an, so findet man nach dem Green when Sntzr 


(3) |dl [/v (0, l) d K J^ r ^ ~ K (U, 2) d K 'j I’: 11 


wobei iiber (5 und die beidon Krciidinien zti httegnorfit 1st, u 
an letzteren die Gleichungen 
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§ 3<>. 


gelten. Lalit man die Radien der Kreise unendlich abnehmen, ho 
kann man auf ilmen mit immer waclisender AnniLherung setzen 


2 > - d ( 1 W 1 \ • 1 

<IN ~~ h rJ yarrow 

UK( 0, I) d ( 1 . IN 1 

dN .. ' d r ln \2 7 t ° R r 0 ,)‘ 2 


und der Beitrag der Kreislinien zu dem Integral (3) niiherfc ni<*h 
der Grenze 


(4) A'(2, 1)-A(1,2). 

An der Kurve G aber gilt die Gloiehung 


A(0 

1 K ’ ] dJN 


I< ( 0 , 2 ) 


d K (0, 1) 
dN 


da A(0, 1) und K (0, 2) alk Funktionon der St,t:lle 0 diesolbe 
der Grenzbedingungen (1) erfiillen. Somit roduziort sirh das 
Integral (3) schlieBlich an! die Different (4) und man fmdot 

A(l, 2) = A(2,1). 

Nun sei die Aufgabe vorgelegt, die Warmoloitung in der 
Kliiche (5 odor die Schwinguiigen der als Mend)ran gedachten 
Fliicho (? zu untersuohen. Gann hat man fiir die Tamperatur itu 
ersten Fallo die Gloiehung 


(' u 
< )t 


u u . / ii. 


fur die Verriiekung im zwoiten Fallo 

r > 4 x .. , 

woboi a 4 cine Konatanto bedeutot, und os iat nine der llaml- 
bedingungen ,/ „ 

u - 0, ~- \ hu o (/i>(1) 


vorgoschrieben; dor Fall h = 0, in dem dau Kandgebiot adiatherman 
bedeckt ist, orfordort boaoiuloro Methodon naoh Analogic* tloa § 15 
und werde zunachst ausgeBcddoason. 

Vorsucht man, die an die Grofie u gestollteu Forderungon 
zu erfullen, indom man u in ein I’rodukt aus oinem nur von dor 
Zeit und einom nur vom I’unkte 0 abhnngigen Faktor zorlogt, so 
ergibt sich fiir letzteren die Gleichung 

d <p f- A q> = 0, 
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in der X oino unbekanntu Konstante ist, nml nine dor Rand 
heclingungen ^ 


0, 


d A 


t 


0. 


Verstcht man IVmor untor K ((b 1) diojeitigo U 
Funktion, din derstdbon Itaiulbmlingtmg \xw die* GrbLio 
liegt, so gilt die Beziohung 


(I I\ (0, 

d N 


A(o, 1} 


r/c| 

dS 


Boriicksiohtigt man daher die Gleielmng 

./A’(0, 1) - o 

nnd bildet das Integral 


v e e n sch< 

^ tinier 


(5) 


l [ A'(0, 1) (p (h [[ A'(0, 1). / tp (/■. / A‘(i», l)|t/s 


A'(0, D 


(/<;- 

r/.V 


1)1 


ilS 


iibor tiny Gobiet G mit Ausnohluli nines Knows ft mu den Mitte 
puukt 1, indoin man (lurch N ntots die HuBere Normulo diesi 
Gebietes bozoiolmefc, ho kann man mdita die Integration anf d 
Kreislinie ft besehriinken. LiiUt man den Itadius derselbon a 
nohmen, bo orhii.lt man die nngoniiherten Gleichungon 


*(0,1) 


it k {o,D </A‘(u, n i 

<01 (IN <l>'vt ~ X i'll, 1 

und in der Greuze orhiilt man aim der Gleiohung (5) 


1 i 1 
2* l0B 


(0) X J K (0, I) q> 0, d h — tp I* 

womit die erwartete Integralgleiehung ahgekdtei inf, 

Ist umgekehrt q> 0 irgtrnd ©inn im Grundgebiot Hletige Limui 
dieser Gleiohung, so sehraibeu wir sin in dor Form 

(7) V =i! J l * lH K r ‘ 1 d « I f <0>• M (I >, 1),/ S. 


Dann hat zunachst der zwoite Summand der redden Suite uteti 
erste Ableitungen, da dies von M (o, 1) ebon no win von d 
Greensohen Funktion K{ 0, 1) auBorhalb der ninguiiiren Sto’ 
gilt. Der erste Summand der rechteu Seite hat alter elmnfa 
stetige erste Ahleitungen, da or aln logarithm inch oh I’otonti 
mit der Dichtigkeit (p 0 / 23 * angeseheu werden kann, die emt 
Ahleitungen des Potentials aher, wie in § .'<5 orwiihnt wuri 
schon stetig sind, wenn die Dichtigkeit nur al« stetig voraungew 
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wird. Da somit die GroBe cp 0 stetige erste Ableitungen besitzt 
kann auf die rechte Seite der Gleichung (7) die Poissonsche 
Formel angewandt werden, und da offenbar die Gleichung 

Jf(0, 1) = JST(0, 1) = 0 

gilt, erhalt man aus der Gleichung (7) 

qp 1 = — A 9 1, z/ qp + A qp = 0. 

DaB fcrner die Funktion cp dieselbe Itandbedingung erfiillt, wie die 
Greensche Funktion, zeigen die Gleichungen (6), (7) und die in 
§35 angegebene Form der ersten Ableitungen des Potentials un- 
mittolbar. 

Auf die Gleichung (6) sind nun freilich die allgemeinen im 
ersten Abschnitt aufgestellten Satze iiber Integralgleickungen erst 
anzuwenden, wenn der Kern, der im Grundgebiet unendlich wird, 
als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nachgewiesen ist. Aber 
eine Haupteigenschaft der Eigenfunktionen ist leicht nachzuweisen, 
dafl namlich zwei zu verschiodenen Eigenwerten gehorige zuein- 
ander orthogonal sind. In der Tat erfiillen irgend zwei Eigen¬ 
funktionen die Differontialgleichungon 

h <p n + J <p n — 0, cj) m -h z/ <p m — 0; 
aus dieson folgt sofort 

(hi — h) J <Pn qPm <1 * + j (9n d qp w — <p m zJ <p H ) (l S = 0. 

Formt man das letzte Integral nach dem Greenschen Satze um 
und bedenkt; daB wegon der alien Eigenfunktionen gemeinsamen 
Uandbedingung die Gleichung 


(I qp, 


d (f n 


q>n dN' tUf 


gilt, 80 folgt 

(8) (hi — h) J fm <pn d S — 0, 

und, da X m — h nicht verschwindet, 

J (pn 9>md$ = 0, 


womit das Behauptete bewiesen ist. 

Hieraus kann man weiter ableiten, daB die Eigenwerte reell 
und positiv soin miissen. I)enn die Greensche Formel ist auch 
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auf komplexe Werto der Kunktionen dtss Dries un/.uwcmien. wie 
die Identitiit 

jrfsLCv + ^O-n* f-')-(«• I !{, l I 0I 'M 

= j ds (tp J 4> — i> ■/</’) - J < l ( tI, J q> ' * lr 

■\-i\<h(<pJW~- 7 l e .t<p) | i\'h{‘V.hr * / <I>) 

zeigtin Verbindung mit, derjenigen, die eutsteht, wemi man ,h urn 
J dureh dl und d dN ersetzt. Ware nun oin kmnplexer Kigouwor 
vorhanden, so wiiren auoli die ihm und der zugehiirigen Kigon 
funktion konjugiorton (IriiOon Kigenwert und Kigenfimktion; wonde 
man auf die beidon Figenfunktionen die obige Argumentation an 
so erbiilt man wiederum die. Dleiehung IN, in dor </„ und <p, 
konjugiert imaginiixe (»rollon sind, und A m von A„ vorsehiodon ist 
Das ist aber umndglich, wonn die Kigenfunktionen niehi identmel 
yersebwinden. Dio Kigonworte sind also roc 11 . 

Benutzt man ondlioh die aus dor Dnussiseheu Integraltrans 
formation folgondo Gleiehung 


j-ian’ + o*i 


( <f .!<} d 


d tf 

d S 


dt, 


indem man fiir <p cine Kigenfunlction nimmt, ho foigi au« <le 
Gleichungon ^ 


unmittelbar 


J (p j A <} 

HO s * iZ) 


o, 


d s 




h J (f ill | A j if ,J d s, 


woraus, da die Konstante h positiv ist, horvurgolit, dull A uirl 
negatiy sein kann. Dio Kigonwerte stud also posit is. 

Die gauze SchluBroiho dieses 1‘amgraphen iiherfriigt sir 
obue weitores auf das (Jobiot ill, indimi m;m log 1 iilieru 
durch l/r 01 ersetzt. 


QueUenm&fiige Funktionen; der ausgeartete Pall. 

Weun /'() eine mit ihren orsten Ableitungmi im Drundgtdiii 
stiickweise stetige Funktion dos Dries ist, so Imt die (irolie 

F 1 -rr | A'(«, 1 ) / 0. it S 
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den Oharakter eines Potentials, ist also mit ihren ersten und 
zweiten Ableitungen im Grundgebiet stetig; daB sie die Rand- 
bedingung der Greensclien Funktion K(0, 1) erfiillt, zeigt die in 
§ 35 angegebene Form der ersten Ableitungen eines Potentials. 
Wir sagen, F 1 sei quellenmaBig dargestellt oder kurz quellen- 
miiBig. 

Zerlegt man diese Grofie auf Grand der Gleicbung 

A'(0,1)= y log ± + M(0, 1), 

Z7i r Ql 


so orgeben die in § 3(5 an die Gleichnng (7) gekniipften Schliisse 



also, da bei den vorausgesetzten Eigenschaften der Grofie fO die 
Poissonsche Gleicbung angewandt werden kann, 

J d 1 Fl — — fl 
oder, was dasselbe bcdeutet, 

JF () = — f 0. 


Jetzt sei <P cine im Grundgebiet stetige Funktion des Ortes, 
die stetige erste und stiickweisc stetige zweite und dritte Ab¬ 
leitungen beaitzt und die ltandbedingung der Greensclien Funk¬ 
tion /C((), i) erfiillt. I)ann ist die Grofie 

f 0 == — z/#0 

mit ihren ersten Ableitungen im Grundgebiet stuckweise stetig; 
bildet man also mit ihr die oben eingefiihrte Grofie F 1 so findet 

maTl J Fi) ::^z —/’(), = 0 


und die Grofie F—<t> erfiillt ebenso wie F und 0 eine der 
Gleichungcn 


F = 0, — 0 + h 

Nun gilt die Transformation 


~ ~a$r 


| + J + (~~) ] - | 


du 77 

ii> *, •* f aL 

dN ’ 


in der x, y rechtwinkelige Koordinaten bedeuten, sobald die 
Grofie u mit ihren ersten Ableitungen stetig ist, also z. B., wenn 
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man u = F—<& sotzt; biennis folgt jo iiuch dor Form der 
geltenden Randbedingung 


ds h | («/». /->,//, 


oaet “• 

also in jedom Falle fiir das gauze (irundgobiet. t v 
(2) (P 1 == /•’ 1 j A'0>, !)/<>. i/s. 


Eiue Funktion von don fiir <l> vorausgosotzton HigmKoimftan 

ist also quollenmiiBig darstellbar. 

Wie dio durohgofiihrte.n Itetrarlitungon zu mndiiizioron Kind, 
wenn dio Randbedingung die Form 

d u 


<IN 


hat, ist leioht zu uborsohen. Man fnulot daun offonbar amdi 


d q> 




0, Jty j Xty n. 


und hieraus mittols des (ireonHehtm Sut/.es 

also ** 

(H) jv da o. 

Um den Kern zu bestimmon, Hotzcn wir naoh $5 In die (iloiehting 
. / A'{(), l) a 

an, wobei a eine Konstante bodoutot; deun ein tniigliobrr stntio- 
narer Zustand wird erhalton, indoin man dit* Toinporntur oilier 
beliebigen Konstanten gleio.h sotzt; an Singidaritiiton wordo von 
der GrbBo K (0, 1) dasHolbe gofordort, win von dor obon olionso 
bozeielmeten; aulierdem kann dio (tloielmng 

J K (u, 1 ) ds (i 

augesetzt werden, da in A’(0, 1) off on bar oino additivo Konstante 
vorfiigbar bleibt. Dann liLBt sioh dio (IriiUo A'ft), 1) gunz iihnlitdi 
wie obon als symmotriscli orweisen; din (iloiobtmg (f») dos § .‘18 
bleibt richtig und aus ihr folgt wie dort din Intogratgloioluuig (f>), 
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§ 37 . 


da das mit d§m Faktor a behaftete Glied der Gleicbung (3) zu- 
folge wegfiillt. Quellenmafiig darstellbar ist ferner jede Funktion 
F 0, die stetige erste und stiickweise stetige zweite and dritte 
Ableitungen besitzt, die Randbedingung 

dF 

In 


o 


erfiillt und auJBerdem der Gleichung 

J Fds = 0 

unterworfen ist. 

Deutet man die Singularitat der Funktion K (0, 1) als Quelle 
im Punkte 1, so ist deren Ergiebigkeit, wenn man liber einen urn 
den Punkt 1 bescliriebenen Kreis ,Vi' integriert 


dK( 0 , 1 ) 


dJS 


9 -dl % 


wobei die Normal© N nach dem Innern der Kurve Sf hingericbtet 
ist; offenbar kann man das Integral iiber die Randlinie, an der 
die GroCe rf jsr (0 , 1) 

dF 


versehwindet, hinzufUgen und erhiilt so als Ergiebigkeit 


M 15 



wobei reebts iiber das Gebiet (S' integriert wird, das vom Grund- 
gebiet iibrig bleibt, wenn die vom Kreise If umfaBte Fliiche aus- 
gosoblossen wird; links ist dann durch N iiberall die aufiere 
Norm ale dieses Gebiets bezoichnet. 

LalJt man den Kreis Si zusammensohrumpfen, so orhalt man 
roehts den Wert ajrfs 

Ist dalier die Ergiebigkeit Eins, so hat man fiir a den reziproken 
Wert des Areals dor Fliiche @ zu setzen. Dann ist — K( 0, 1) 
die stationare Tomperatur, die von einer im Punkte 1 befindlichen 
Quelle von der Ergiebigkeit — 1 verursacht wird, wenn in jedem 
Element der Flache (5 eine gewisse konstante Wtirmemenge etwa 
durch einen galvanischen Strom als Joulesche Wiirme erzeugt 
wird. 
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Funt‘ti‘1* Al'sohnitt. 


§ 88. 

Die Existonz dcr Groonschon Funktion ist bier wic im Fall© 
des vorigen Paragraphon zuniiohst nodi zwcifolhaft,; sir wird in 
den Einzelfiillen, die wir betrachten, (lurch bosondorc Entwick- 
lungen erwiesen, kann abor natiirlidt auc.h huh den nllgemoinen 
Existenzthooremeu dor Potentialtheorie orsrhlosunn werden, die 
wir im siebenten Abschnitt bcweiscn wollen. 

Endlich braucbt kaum erwahnt, zu wcrdcn, dull auch dio 
Entwicklungen dioses Paragmphcn auf das raundichc Problem 
iibertragon werden kbnnon, indem man dio riiumlicbon (1 reenschen 
Funktionen bonutzt und boim Intogrieren an Stcllt' dcs Kreisos Jf 
eine Kugel aus dem Grundgobieto nnsHchliellt. 


§ HS. 

Bigenfunktionen und Qreensche Funktion dcs Rechtccks nls 
schwingender Membran oder wSrmeleitcndcr Platte. 


Das Iiandwertproblom dcs ^ .'!(! ist, fiir das Hocditeck als 
Grundgebict leiobt zu Ibsen. Wir botrachtcn den Kail, dal! die 
gesucbte Funktion auf dem Umfango vcrschwimlct, wic cs boi 
einer scbwingendon Membran Holbstvcrstilndlioh ist; bci dcr wiirnie- 
loitenden Platte gilt diese Annaluno, wcnn dcr Pm fang auf dcr 
konstanten Tomperatur Null gohalten wird. Das Grundgebict eci 
begrenzt you den Geradon: 

a; — 0 , ,r - ib, 

>J ■■■■- <>, U - r. 


Man fordort dann dio folgondcn Gldehungen : 
J<p + X(p — 0, q> (0, i/) - </»(//,y/) • </ (,r, ()) 

diese werden durch dio Annahmc 


if (,<\ c) • 0 ; 


. m 3r .r . it ;r v 
<p ~ sin . sin 

a r 


erflillt, wonn in und n 
Eigenwert orgibt sicb 


positive gauze Zahlen siml; 



hIh zugetuiriger 


Integriert man das Quadrat dcs A usd rucks </ iib«*r das Gruud- 
gebiet, so orbiilt man 


(/ 

f . _ m%x . f , nm 

I sm 8 b (IrAmi^ ^ 


(hj 


c 


hv 9 
I ; 
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als normierte Eigenfunktionen konnen also die Ausdriicke 

« 2 . DiTCx . nicy 

<Pmn 0= . Sill , Sin 

]/be & c 

gelten, indem wir, wie bisher, durch 0 den Punkt mit den Koor- 
dinaten x, y obne Zoiger bezeicbnen. Dab dies System von Eigen¬ 
funktionen vollstiindig ist, stellt sich im Laufe der Untersuclumg 
heraus, und zwar dadurch, dab sich die bilineare Summe 

. mux . nny . micx 1 . nity, 

i,oo A . , ],« sin 7 sin —sin 7 sm 

-STl (pvi ft 0 • (pm n 1- __ 4 Vi u C 0 C 

-2-t x mt be . (m % « a \ ’ 

vi,v vi,n tt2 i . -L \ 

^ cv 

die wir auch durch S bezeicbnen wollen, der in § 86 definierten 
Greenschen Funktion /£((), 1) gleick erweist. 

Um diese Summation in einer gewissen Folge der Glieder 
durchzufiihren, gehen wir von der Fourierschen Entwicklung 

. , it ft a _ 1 (— l) v coqvoc 

( ' 2 ft ©in 2ft a ‘ v' 1 -)- ft a 

aus, die, wenn ft eine beliebige reelle Konstante bedeutet, in dem 
Inter vail — it <S a <£ it 

gilt, und summieren mit ihrer Iiilfe einen Bestandteil der 
bilinearen Summe: 

. m % \f . nirti, nir(y — yA 

sin sm ‘ i,™ cos Vi ‘ 7 

«•> 2 2 =2 

n M a + ( . ) w n 2 + ( , ) 


nitty 4-y^ . nit, , , 

i,eo cos u J i,oo (— l)^ cos — — j/i + ?/) 

XT 1 (> — XT’ ^ 

„ , /wey ' ^ t . 7mc \ 2 

” M+ \t/ " n+ \b) 

1 , to (— 1)“ cos ”J* (y + !h — c) 
c 

J * /mn\ 2 


Hicr kanu die zweite Summe stets durch die Formel (1) 
Hummiert werden, da die Grofien y und y 1 der Strecke von 0 
bis c angekoren, inithin die Ungleichung 

„ ^ *(y + yi~ e ) ^ _ 
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"Fun f tor AlmdiiiiU. 


§ 88. 


gilt. Die erste Summe bum abor nur (bum der Formel (1) sub- 
sumiert werden, wenn y l 2> y, derm nur (bum int 


7C 


w (c — !h 1-;/) 


JT. 


Unter dieser Voraussetzung folgt aus der Formel (I), in der 


»i e 
b 


gesetzt wird, sofort 


. nicy . nnif , 
i. oo sm sm 

2S ■ C 


,. .mir, 

ffbO) b (r- i /, 1 if) 


n 2 


/mcV 1 

+ V b) 


: m v ^. m e it 

h 11 


c 1,1 n , 

3rb0| h {<' !I . -lit) 


2 m r 




m e it 


und hieraus mittels der Additionsfornudn der hyperboUnehen 
Funktionen 


. n%y . n it ?/i 
i,qo sm - sm 

2 S * ‘ 


1)1 It i ^ M7t if 

TT^m b (r- !()) cil! 


" . . /tncy 


wr in eit 
, cut . 


i/i :> y. 


Da diese GrdJie abor in y und y x Hymmetrisdi ini, so ergiht sirh 
fur den Fall y 1 <£ y sofort die weitero Formel 


. nity . nit.iL 
i,» sm * sin 

2 ^ ° C 


^. mit e „. w 2r ?/, 

it'&m , (e i/)^m , 




+(T) 


wear 
. tout . 


// ' H v 


Iliornacb kann die bilinearo Summe 8 bid der Ammhmo 
V ^ th in folgender Form geschrieben werden: 


mitx 


m n ,r ; 


a X.. 6ln m *(r- y) ein w **H„, ■ sm , 
q _ 1 sH _ " <> l> (> 

in 


me it 
m torn f 
b 
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§ 38. 


Diese Summe ist der reelle Teil der Grofie 
. innx i in n y { 

i, co sm - Sm — J- 1 . f N 

1T/ 2 ^ '> mnx nm(c — «) 

lr —. x -.sin 7 Sm —. 

n ■*— 1 mnc b b 

>» in But • , - 
b 


innx (t r mn(c — y)\ 

-**» b s ° f —i, )■ 


die auf Grund der Bezioliungen und Bezeichnungen 

Gof x — cos xi, Sin x = —imiix, 0 — x -f- y i 1 


irrc 

e V 


~~ ■''! -t- !h h Z l ~sc 1 — y x i, q 

aucli in (lcn folgenden Formen geschrieben werden kann: 

. niTtx-i «*.. mny l inn , , . 

. i } eo sm . Sm . ‘ cos y (x~\~ ly — ic) 

IKrrr - U V b b 

7C - 

w m Sm • . 

b 


h 

in n c 


inn 


inn 


m ttv*v / i • -\ 

1 1,00 cos b (x x +■ y 1 %) cos -y (x + y% — c%) 

n 2 


mStn 


mite 


l 2 


inn , . s inn , .. 

i, cos . (.Tj — ;//j y cos (# + V * — c ?,) 


wSin 


6 

w or c 


inn 


inn 


1 C0S (j (~ + -1 — qc ) + cos /, 0 — — t c) 

JE £ 




m(q- 

— i c) 

m (q~ 


•r) 


inn , . . N , , - . N 

i, cos (tf -|- ^ _ ? c) +• cos . (* — c) 


<T) 


1 ^ ^ 


jLj, 

w 

1 — q 2 m 

l, ./• 

q m 

m 

1 

1, 00 

(j m 

2j 

•m 

l—q 2m 

1,00 

£ 

m 

qm 

l — q 2m 


C08 ^ (0 0X — % e) 


mn , 

cos . (z — 0 X 


• ic) 


mst , . V 

COS ^ (* + *i — 

cos ^ ■ 


ic). 
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§ 39. 




Summierung der erhaltcnen Reihe und Vcrifikntion. 


Die Reihe IT laJSt Rich Hummiorou mittols oinor when bei 
Jacobi vorkommonden Formed 

1. ' , 

v v *1 tj «'(» 2 )U f *7 

(1) log-!> 0 («, q) . <i> 


(f ’ w 

m 

in der Q eine von v unabhangigo Urblie brdeutet und genets ist 


& 0 (v, q) — 1 — 2 r/ cos k 2vtt | 2//* cos 4 /\t 2 #/ 1 ens t\ r x . .. 

Die Iteih© fiir log (»,</) konvergiort, wenn 

V :rr g | V 

gesetzt wire! und i* und realle UriilJen sind, aider der Voraus- 


setzung 

( 2 ) 


V 


hm n 

2 *T ' 


die erflillt ist, wonn fur v emu der UriilJen 


(») 


: x --ie : 1 

26 1 2/i 


also fiir rj eine der Uni lien 

H 1 !h 

26 


gesetzt und die Annahme // > !U fuMgehaltm wird. De?m es 1st 

zu setzen i„ K ,, __ 

2 .t r “ 2 u ' 

die GrdUen y und t/, fiber liegen in tier Mm’Lc \<m u bis r. 

Bleibt ferner die RitTerenz, y //, iiin-r oinor fenton jinsitivon 
Greuze, so gilt dassolbe von dor Riff'ereu/, bonier Soiton dor Fn- 
gleichung (2) und die Ueiho logit,,r, mit .Ion Argumonton (6) 
genommon, konvergiert gloiohmiUlig. Ulieiilutr konvergiert die 
Reihe (l) gloiebmiUJig in jodem Uebicto, m dom niindohtrus eine 
der Stellon 0 und 1 vom Uando um moltr uR oin IomIoh ondliohus 
Wegstiick entfernt bleibt. 

Ilicrnach kann man mttzon 


IF = 


1 

2 JT 


log 


( r * 

■h 

► /* i *t 

°l 'it, 



' i 

2/# 


i r 


\ 


i 

2 6 


i V 


) 
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Oder, indom man die Formtdn 

*(• > ZD '• 


iq 'tc >»<' (>,(/>), f/ 

n ' 2jr 


benutzt, 


... i . 

H : „ log 


2 b ') 


uiul es iat loitiht. stu iiberm'hen, dal! die GrbBo 

A'(0,1) Dio I F, 

gleichvicd ob die limber geltende Aniialiimi // >. i/, festgehalten wird 
oder nicht, die gmmobte (irooiiHchn Kunktion den (irundgebietos ist. 

7 n ditmetn Zweek gehen wir davon ana, daO die Funktion 
A'(0, l) veraeliwindet, wetut der 1‘imkt 0 auf dem Uande des 
(IrundgebieteK liegt. Ketist man z. H. y . 0 , ho int, 

„ /•'' I - r t 'M\ ,j, /•'' I »/. i\ 

,y ' U V ( 24 .) 

2 JT .1“ f >r t \r Vl ^ ^ ^ ^ — x h ’ 

und miter elemi Zoudion leg Htoht der Quotient zweier konjugiert 
komplexor (trillion, also mm Uriilia vom absoluton Betrage l, 
deren Logarithmim Null odor win imaghmr ist; 5He W versehwindet 

also. Seatzt man fernor ,r ■- 0 , ho erhiilt man 

*■ *.(»'> a 1 

und unter dem Zeieben log steht wiederum eitie Orofle vom ab- 
soluten Betrage 1. 

Vermehrt man fortmr in dem Aumiruc.k W die Grdlie t um 
b oder r/, d. it. .»• um b oder y um e, so erliiilt man aun den 
Formeln, die die tier Funktiomm # ineinamler ilberfUhren 


M'U I b) 


M'Ob ic) 2 n log 


' "Vj*xv)’ 

" ‘V«X'«) 


K ti t»n0 r, y 
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§ 39, 


Aus diesan Gleiohtmgeit fnlgt wie obetu duf] der mdb Tail der 
GrdBon W(s-+!*), IF(j | it) veiwliwitidei, wentt man ^ o 

odor ij 0 sotzt; das hedeutet abei\ dull dip UrdUeii ',Kc IF ver- 
schwindan, weim man .#• h *>der // r hi wottiif die aus- 
gesprochene Bohauptuug, A*0k tl vetNohwiude, w*mn der Funkt 0 
dom Ramie don Grundgebietes nngehurt, vidlntiindig erwimm ist* 
Was ferner die Singulnritiit der Gndjr A*(<b t) betritlt, die 
auftritt, wonn die* Funkte 0 mid 1 '/aiwuimiiiiriirkpin ho nieht man 
zunaelmt, dalj din GrbBe IF intendin'!) wird wie 

■lx ! "« ( ' '<>’ 


d. h. sich you dinner (IrbfJe tun fine mi der Stelle £ : t regulare 
analytische Funktion von £ unternrheidet. Nun gilt die Gleiehung 


die Grotto K (0, l) - life IF lint n\m gnimu die von der Ureeitwhen 
Funktion geforderte Singulftritiit. 

Endlich i»t ohne weitoren klur, dafJ dm GrbOe K(i) % t) ids 
reader Tail einer analyimehen Funktion die l,npI lu’ear.lieiileiehung 

,/A* t«M) o 


erfullt; hieraus und atm den abgeleiteten SingularitHten und Hand- 
eigenaehaften folgt nach § M die Svmmetriegbdehung 
A # (<U) K{\ % u) 

und damit aueh die Gleiehuug 

A A'Fb l) 0. 

Hiermit ist die Grotto A'tO, I) endgUltig aln die gtmuehte 
Green ache Funktion nachgewienen und die ullgemeimm Siitzo deg 
§86 zeigen, datt die Funktiomm <p mn hmimgm dur Integral- 


9>» * l 


sind. 


Die fiir diese Grbfle gelttmde Dnrattdhtng tittrch die liilinean 


Doppelreihe 


ss 


<P m n 0 , ip mm I 


ist zun&chst in jedem Gebiete gbiehmillig kunvnrgent, in d<*m die 
Differenz y y l liber einer f eaten positiven Grt'iizi' vnrbleibfc 
Dean nnter dieser Voraussetzung kontergieren din aus dei 
Formel (1) abgeleiteten Summeu gleiehniiiBig, win lw*i diesei 
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§ H9. 


sclion bemerkt ist; dasselbe gilt stets von den Summen (2) des 
§ 88, die auch beziiglich der Zahl m gleichmaCig konvergieren. 
Stellt man daher die bilineare Iteihe mit leicht verstandlicher 
Symbolik durch die Doppelsumme 

1, 00 1, r/j 1, cn 

m m n 

dar, so kann zuniichst die links stehende Reihe mit vorgeschrie- 
benem Grade dor Genauigkeit durch 

1 , 

m 

ersetzt warden, wobei m x durch don Gonauigkoitsgrad bestinnnt 
ist, und ohno die orroichto Genauigkeit winder zu vonnindarn, 
vergrobex't warden dark Sodann kann in jedom diosor ni x (lliedor 
fiir Ji m die Summe i,*u 

n 

gesetzt und n 1 so gewahlt werden, daC die Differenz 

1, »»j l,Wtj 

2 - 2 

m tn n 

unter einer vorgeschriobenen Grenzo licgt und, wcnn n x vergroflert 
wird, liegon bleibt. Damit ist erroicht, daC fiir das gauze be- 
trachtete Gebiot die Differenz der GrbBen 


1 , 00 



m 


l, 1, N| 

m n 


absolut genommen unter der Summe zweier vorgeschriebenen posi- 
tiyon GrbCen licgt, also gleichmaCig klein bleibt. Die bilineare 
Iieihe konvergiert also gleichmaCig in jedem Gebiet, indem die 
Differenz y — y, iiber einer positiven Grenze verbleibt. 

Da nun die Formeln (2) des § 88 in den Stellen 0 und 1 
symmetrisch sind, kann man eine der durohgefiilirton vbllig ana- 
logo SchluCreihe fiir don Fall y < y, entwickeln und aus dieser 
insbesondore das Korollar ableiten, dab auch, wenn die Differenz 
?/i — V iiber einer positiven Schranke verbleibt, die bilineare 
Reihe gleichmaCig konvergiert. 

Weiter ist aus der Gestalt der Eigenfunktionen ersiebtlieb, 
daC die Variablen x und y keino wesentlich verscliiedene Rolle 
spielen; die bilineare Reihe konvergiert also auch gleichmaCig, 
wenn eine der Differenzen x — x x und x t — x iiber einer positiven 
Grenze verbleibt. Da in alien endlichon Reihen, die die GroCe 
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lAmfmr nilt. 


§ 40. 

7i(0, 1) mit glciehmiiliiger Gemiuigkrit darsfelleti, die Zahlen 

Wj, n x und clio ihnen amdogen vergrblJert vuTtlen dtirfen, Hchliefit 
man aus den erhaltenen Resultaten leieht, dali die bilineare 
Keihe in jedem Gobiet gkdehnmljig kunvergiert, in dem der Ab- 
stand der Stello 0 von der f eaten SRdle 1 iiber einer positive*), 
Grenzo bloibt. 

Diesolben Retraehtungen gelten aurh, wie man leicdd nieht, fur 
die Reihen, die aus den unter (1 j und in ji ;>s unter (i) angefuhrten 
entstelum, indem man gliedweine differenziert; handett css nicii 
dock uni analytinehe Funktiouen, die im Konvergenzgebiete der 
Reihon. reguliir Hind, I)anum folgl, dull die bilineare Heihe in 
Gebioten der bezeiclmoton Art gliedwtdse differam/iert warden dark 


§ 40, 


Oberblick iiber elnige verwandfe Pllle, 


Naeh der im vorigon Faragraphen beoutzten Methode lassen 
sich noch einige. iilmltche Aufgaben hehandehn bei denen nur die 

Randbedingungen andero siml. 

Es seien zunachst die Seittm tj o und ;/ r mif dor 

Temperatnr Null gehalten, die anderen bidden Seitim udiut Herman 
bedeckt. Darm gelten fur die Higenfunktmnen die Hedingungen 


I V ■■■“ 0 


V <* 


d (f> 

r a* 


9 \ ^9 ~ 0 , 

und man findot die normierten Aundrlieke 
«3P mtt 0 — -|t cos L am <p 0 . 


e tf 

f 1 x 


2 mit % . nit if 

. cos . am 

pc h <' 

zu denen die Kigenworto 

. _ Wt* It* H s n* 

A*m ... 1" ( , t > 




Mill 


n n if 


h* r r* * /l "" r a 

gehoren. Man erhalt also folgendo hilinuaru Funnel: 


K(0, 1) 


. nit if . nit if { 
t) u » am * tun k 1 

2 s " 


*bc 


ti s ar 3 

c* 


i, * i, go cos 


mitx 


+nSS 


b 


cos 


m it x 


b 

m*n* 

ft* 


Mill 


nit if 




HU) 




U i^i 


r* 
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und vormittelnt dor oben gebrauchten Formeln, indem man nach 
» summiort, fiir // “ • i/, 


,, I, w cos COH 

2 v !> 


m jr.r nnr,r l witt , . rnsn/, 

cob ^ l ^tn (a y) tom-™ l 


M tout 


und fiir y * // t dun Ausdruck, der mis dom hingeschriebenen 

entsteht, indem man (*r, //) und (;r t , ?/,) vertauseht. 

Hieraus folgt waiter wie oben 


a-(»,d T; + a V'* 


und in dm* tt-Funktion ist wiederum q = e h m seteen. 

LaOt man ferner drei Seiten des Itechteeks adiatherman 
bedeckt sein und halt die Suite x = 0 auf der Teraperatur Null, 
so habon die Kigenfunktionen die Gestalt 


const, cos 


ms (»» - ‘) 


1 \ %x nny 

a) h 008 /’ 


und fiir die Groensche Funktion iindet man 


3i e lo b r 


{‘VW’TWIX*™ 1 ) 


Halt man umgckehrt drei Boiten des Rechtocks auf der Tem- 

peratur Null, wiihreml die Keite ./• ~ o adiatherman bedeckt wird, 

ho haben die Kigenfunktionen die Form 

, / 1 \ jtx . nny 

const, cos Im - j b sm ■/ , 

und man findot die Greenscke Funktion 

K( 0 , 1) 

2 ” ' 


46 /. 

+ *i\’ 

"46 ) 
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in diesem mid dein vorigon Fall*' ist, zu setzcn 


Sind endlich die zusaninionstolionden Keiton .<■ — 0 uml y — o 
adiatherman bedeckt, die andmm Snitcn anf dor Tempm-atur Null, 
so sind die Eigonfunktionen 


const. COS ^ <*08 ^ ^ 


und der Kern ist, wonn <i doiiBolbon Wert hat wio in don boiden 
vorigeu Fallon, der roello Toil des Ausdruc.ks 


l . C 8 b ') C « b') * 1 ('’ » h ‘ ! -l) !>a (" 


■ 0 -l°g 




in welohem drei Gliader hinztr/nfiigen Kind, din hub dem hin 

geschriebenen entatohon, wenn man z } $ x durrh mum der Aub 


driicke 


ersetzt. 


Audi hiar ist ea leioht, die Gleiehungen 

!{((), i) K((\ 1) - 0 

zu yeriiizieren und die Kingularitiit der UmlSe K (O t i) al 
Funktion der Stella 0 an der Stcdle I m erkennen. 

Ebenso laBfc sieh aber aueh der ausgeartete Fall behaudelt 
dalJ alle Seiten dee Ueehtecks adiatherman bedeckt sind. l)i 
Eigenfunktionen sind 


x nmj } q / m % . a a \ 

008 f ’ A "» • - TJ U* t 


wobei einer der Worte m und n Ytirnchwindeii darf, nieht aber held 
zugleich; die Konstante kann zwar aln Lcknng tier Handwerl 
aufgabe angesehen warden, erfiUlt abur nachher nieht dieselb 

Integralgleichung win die anderen («rotten <; , MW . 

Mit diesen Ausdrttoken erbiilt man folgende bilineare Iteilu 


K{ 0 , 1 ) 


mnx mux, 

. l, * COS . COH . 

1 v « 


nn tf ii?n 

i, eon * cos 


ntnx mnxi nn if unif x 

0 i, * i, * cos . cos . coh * ctm 

/ f) o f f 

be ■J -^—1 /i«SI \ 
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und mittels <ler fruinsr benutzton Hilfsraittel erliillt man bis auf 
eiuon konstanten Huminandon, der woggolassen ist, 

L I*' C J/0 »■ C u') »■ C t/') C r/ 1 )} 

Off on bar gallon die (Uaichungen 

//„ A' (0, 1) l r r~. 0 

■ A A'(0, 1) l ( , -0; 

aim ilmon geht, da he die Fluche das (Jrundgebietos ist, nach 
oinor in § 37 gomaehtan Bemerkung horvor, daB — K (0, 1) als 
Temporatur von oinor Wiirmoquello von der Frgiebigkeit — I 
horruhrt, wann gleiehzoitig im Grundgobiat iibarall eine fur die 
FliLchenoinhoit konstanto Warmomenge orzougt wird. 

Die Formeln, mit denen in alien diesen Fallen die Summation 
der doppolt unendliehen Itoihen gelingt, sind auBer den in § 38 
bonutztem die folgcmdan: 

^“cobji(» «) 1 7t(* ofpa , _.. , , 


l, tt> 

cos n (tt 

«) 


n 

n' J i g 2 


2 , 


cos (2 n — 

- 1)« 

7T < 

2j 

n 

(2 n 1)* 

f t** ' 


1 , Wi 

A V 

fjillH 1 

cos 

(2n 

1 ZJ 

n 

1 • 

1 ) 

2n 

1 , m 

2 V 

(j n sin uttjs 

jr 

j£j 

n 

i-i <r 

n 

“* 2 

1 , on 

4S 

n 

7»" 1 

1 + <-/*»- 

sin (2 
2 2 

n - - 

w — 


2 ‘2fi&ui{isz 


, (— 3T 


4ju(s’0f #t J r 


, (0<a<sr) 


, q = tf™', 


<t>er) 

<t>try 


(1 ■— «) + i log 


2 + ' 0g «s l C'; +l )».(' + ;'>,(' 4 h >('r) 
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§ 41. 

Greensche Funktionen auf dcr KreisflHchc. 

Durch Aufbau mis don Kloinenten mittels dor hilinearen Ueihe 
lassen sich auch die (5reensehen kunktionen fiir die Kreisfliiche 
yom Itadius Eins einaohliedlieh des ausgeurteten Fallen boHtimmen; 
die Stelle der beim Kechteek benut/.ten Fennelu mm dor Theorie 
der elliptiacken Funktionen vort.roten bier die biliuearen Fennoln 
des § 62. 

Transformiert man die Fourierwhe Differentialgleiolumg 


in Polarkoordinaten, und fiihrt, wie in ij 66, die (ironzhedingung 


dit 

<I.X 


Hu o 


ein, so sioht man leioht, dad die Eigenfunktionen 
J m (p r) cos m 0, >! m (p r) sin in It 

sind, wobei J m die BeaaolHohe Funktion m ter Ordnung, m vino 
nicbt negative gauze Zalil bedeutet. uml die Kmmtnnte p durr.h 
die Gleichung ()r /; n() ( //,/„, p u 

definiert ist. Dor Fall II oo bedeutet imturlieh 

JmQ 0. 

Die zugehorigen Eigenwerte sind die t* »-\Verte p», so dad man 
sich auf die positiven Wurzeln beschriinken kiinn. Fin die Eigen- 
funktionen zu norinieren, brauobt man die liber die Kreistliicho 
erstreckten Integrale 

Pm* J d « tf,„ (p r)* on# 3 wi It 

Pm* |d-s./ m (pr) 3 «in 3 «id; 
da ds — r dr dO, so findet man leicht 

t 

1 on -1IT J 0l*/o (Pi>ii &}* dfi, 

o 

i 

Pmu Pmn - • ^ |(p WB «}*d «, («J . ()). 

n 

Die bilineare lteihe unserea Problem# hat daher folgonde Form: 

K(0, 1 ) = 2 2 
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In (lioRom Ausdruek kann jede dor Suramationen nach n aus- 
gefiihrt werdon, indem man r und durch ^ x und ]/x x ersetzt 
und nach § G2 die dori eingefiihrton (ireensclicn Funktionen 
in die. bilineare Reihe entwiekcdt; man erhiilt, indom man unter 

V T 

s die kleinere der UrbOen und 1 verstcht, bei der Annabme 

r r 


II > 0 


it K (0, 1) 


1 loir ^ r ‘ 1 V 008 m {0 ~ ] '«* 4- m ~J I (rr >»] 

•1 ‘° k * 1 2m L + l) J’ 


fur den Full 11 - 0 alter 


it K (o, 1) 


0) it , r.-4 ■ r- 1 1 , rr , , ■* ivon»i(() — ( {). m , , ... 

8 ' 4 4 b s r 2 m 1 v 1 1 

m 

Die bier erBehoinonden Itoihon summiort man mittols der 
Formed n 


log j/1 - * 2«eos/J « 2 


w 

a w cos mp 


a e 

-j // \ 1 — to / 


uml findet bei positivon Werten yon II 


A ^ ^ “ 2 ZC // 


1 . -| /1 — 2rr, cos (tf — ?J X ) 4~ r, 2 

f 2ar ® ]j r , a — 2 r ^ cos (0 — (} x ) 4~~ r 2 


(0 Hi) * 

rrt « 

i , r dtp 

4 S J{ e (rr l 

1 ft [ x J 1 — w 

o 


woboi das letzto (Hied wogzulaasen ist, wenn 11 — oo gesetzt 
wird. In dieaem Fallo erhiilt man die in dor Theorie des loga- 
ritlmuBohen Potentials erncheinende Groensche Funktion der 
Kreisfliiehe in bekannter Form. In jedem F’alle verifiziert man 
leiebt die (ileichuugen 

z/ 0 A'(0, I) = 0 
J, K (0, 1) — 0. 
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A'(<>, i) = 


Womx II * 0 angenonmien wird, ergibt sirh ebenso 
:i . r* i >1 l 


8tt 


4 Jt 


t) log VI * '2rr t cm(U 0 t ) j-r a r 


1 


• 4> log \ t i 1 ‘2 n\ Otm {0 //j) 4- f! 


mid man erhalt die DiriVreiitialghnc’hnugon 

l 


/:7 0 A (0, 1) 


0, ./,A'(<U) 


die, da clio Fliiche den Grundgehietes Indented, uuter die 
§ -J7 besondern hervorgehohene Form fallen. Falter ini A*(0, 
die stationary Temperatur, die von einer Gnotle von der Frgiebi 
keit — l ini Punkte 1 horriihrt, wtuui gleirh/eitig auf clem Gran 
gebiot fur jede Flaohon- und Znitoinheit tone konstante Wiira 
menge, etwa aln Joulesehe Wiirme eiues galvanmehen Stroii 
erzeugt wird. 

Die in den Fonneln (1) and (2) aaf'tndemlen Ileihon kc 
vergieren ubrigens gleiohnmUig in jedem Geluet der Variabl 
fiir das der Abntand der Punkte 0 uitd 1 alter oilier font 
Gvenze bloibt; dtrnn die Ueihen 


[ a m (H>8 m ft 

! m ' 


a m run in |l 

HI j If 


kbtmen als reelle Toile analytisrlter Fuisktimien aufgefaOt were! 
die regular sind, solange a von i odor (i von Null vemdnec 
ist unci a den Wert 1 audit ulmmdmdlot, Hteraun folgt an 
daB in solclien Gebieten die Heitieu glirdweiw* differenziert wen 
kdnnen. Da ferner aueh die in $ :ri aufgehtellten bilinea 
Entwicklungen jedenfalln in einem Gebiot, in dem r and r x ni 
beide unendlieb klein warden kdnnen, gleiehnmllig konvergie 
und gliedweise differanziert warden kdnnen, no konvergiert 
bilineare Iteihe 

7 s w*n 11 * H 'mn 1 

^ " 

in der Tat gleichmabig in einem Uebiet, in dem der Almtand 
Punkte 0 und 1 uber einer f eaten Grenzo bb*il)t, und kann 
diesem Gebiet gliedweise differenziert. werdeu. 
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§ 42. 

Die Greensche Funktion auf der Kugelflache. 

Sehroibt man die Kouriorwcho Diflbrontialgleichung der 
Warnmbewegung im Raumo 

On „ /H 3 n . Wu , (Pn\ 

>u *U.r>+ rfj- I i,r«) 

in raumliohcm Polarkoordiimton, die mit den rcchtwiukligon .r, ;?/, jsr 
dureh die (Jloiehtmgen 

a' ™ r (‘oh 

?/ ” r sin 0 ooh (*>, 

£ - r win 0 sin 


verbumUm Bind, ho ergibt nieh bokanntlich die Gleiohung 

<)U aS I (,.» I » > I 1 0S «l. 

ot r 2 Idr \ Hr/ r sin H 00 \ 00/ Bin 3 0 Hw 3 | 


N ohm on wir an, u nei von r unabhiingig, so erlialten wir eine 
Tcmporatnrv(u*toilung, bei der keine Wiirme in radialer Richtung 
naeh dem Koordinatenanfangspunkte bin oder von ihm wegfiiefit; 
innerhalb einer unondlich dunnen Kugelsehicht mit dem Zentrum 
r : 0 Imwogt sieli die Wiirme also gerade so, wie wenn die 
Selueht von innen nnd auBon adiathorman bedeckt ware. Die 
Temperatur in einer nolehon Kchicht oder auf einer isoliert ge- 
daehten Kugeloborfliiohe vom Radius 1 und dem Mittelpunkte 
r ~ o erfitllfc also die 1 Hfferentialgleiolumg 

Hh J 1 Of, dn\ 1 0 3 w | 

Y>t a I Kill 0 60 V 'C 0/ + 8in a w d e>*J ’ 
deren reditu Seito wir auch durdi a a Ju bezoichnen wollen. 

Nach der klasaiHelien Metluido sotzt man 


n 


7 •-<!>, 


■fi T ___ o T 
'<•)<«> ' " 60 


ri ® 

6t ~ 


und findot, indom X eine unbokannto Konstante bedeutet, 

T = 


(1) .1® + X® — 0, 


1 d { ■ n d0 \- 1 02a> 

sin 0 d 0 \ m ‘60 )' mi*0 d w“ 


+ X® = o. 


Dabei ist X so zu bestimmen, dab ® eine auf der Kugelfiacbe 
iiberall endliche, stetig und eindoutig bestimmte Fnnktion des 
Ortes wird. 
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Aus tliusor Forderung ergibt sicli zuniichst 


? r )s<[> 

J 


(i o> 0; 


integriert man also die Gleichung (1) nae.lt m uml setzt 

W -. j ®rfw, 

U 

so findot man die GHelnmg 

l (I / . d W\ rr 

■ /i y/i [ mn0 //, ) 1 l* 1 ' — 

Hm ft (( ft ' a ft / 


uml diese muB eine fur ft :.0 uml ft - jt umllidm Limting be- 

sitzen. Das ist aber gtrnau winder dun Ramlwertprohlem den § :i*i, 
und man lindet sofort 

X r : M (n 4 l)i 

wobei n wio immor eine positive gauze Zahl bodeufcet AuBerdem 
kann olTenbar noeh X = 0 und die zugehbrigo Kunktion <T> einer 
beliebigen Konstauton gleiehge«etzt wcirdem 

Um nun zu oilier lntegralgleiehnng ubnmtgidmn, bemerken 
wir zimaehst, daB fiir den jetzt dureh Jf bezeirlmeten A usd ruck 
die Green ache Gioiehung 

0 ) j J (/ f '/jJ ~u /(.) <u 

gilt, wenu links iiber das Innere eiaer gesrliltiHHenoJi, sicli solhst 
uicht sclmeidoudeu apluirisedum Kurvo (\ nndits iiher dioso Kurvo 
solbst integriert und dureh S din iiufim- Normal** bezeiehuot 
"wird. In der Tat ist ja dor Autotruck . /f uichls nuderes, al» 
der gewdlmlich so bezoiohneto DitTerontiftlpariuiiMtor 

1 dX* 1 di /* ' 

in dem uur r = 1 gesetzt und auagedriiekt wild, dull / von der 
Polarkoordinato r unabhiingig ist. Man kann dnher diu (Iron nitrite 
Gleichung fiir einen boliobigen Itaum in dor Form 

( 3 ) 

ansetzen, indem man dureh dt uml d$ IUum- und Uberilheben- 
element bcfteichnet. Nimmt man das Iiitegratioimgebiet begrenzt 
von zwei Kugeln r — const* von deren lladien der eine kleiner, 
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der andere grbljei* als Fins ist, und oilier Kogolflache mit der 
Spitze r 0, die* (lurch die Kurve 0 gold, so folgt die Glei- 
cliung (2) unmittelbar mis der G reaiisehen Fonnel (3), iudexn 
man din Integrutionen bangs der Radian ausfiihrt. 

Naeh diesen Yorbereitungen konnon wir den gosuehten Kern 
bestimmou, mid /.war erkliiren wir ilm naeh § 37 als die static- 
mire Tomporatur, die dureh nine Warmeqiudlo und cine in jedem 
Klomont des GrundgobieteB anftretende, fur die Fliiohon und 
Zeiteinheit konstanto Wiirmemenge horvorgerufen wird. Wir 
Hiii’hen dann noeh m erreiohon, dali der Rurohsohnittswert dieser 
Tamperatur im Grundgohiet verse,hwindet. Liegt die Quelle speziell 
im Puukte (I - U, ho linden wir die geHuehto Temporatur bis 
auf eirnm kotistnnton Faktor in dm* Grblie K (,r, £) des $ 33 fur 
dim Fall £ l, also, wenn h und r Konstanto bedeuten, in dem 
Ausdruck 

/dog (I —'€08 W) + C. 

Hierdureh wird man veranl&Qt, wenn die Warmequelle im 
Punkte 1 liegt und y oder gonauer y 0 , der Winkelabstand 01 
ist, den Anna!/, 

7v(0, 1) • //log (I cony)-I a * 2b lognin ^ -| c + /> log 2 

am macbon; dabei ist 

('oh y -r? 1*08 0 eon () t ) sin f) sin () x cos (g» — gq). 

Setzt man speziell 

h ’ } , c — — 1 (1 — log 2), 

4 3T 4 7t X 

so folgt atm einer der Gleiehungen (4) Am § 33 

| K (0, 1 )dn 0 - 0. 

Fernor kann auf einem kleinen, um den Punkt l be- 
achriebenen Kreuse im wesentliehcm gesetzt werden 

^(o, i) = — gbogr. 

und wenn man diesen Kreis ala Greuze des auBer ihm liegenden 
Itestes der Kugelflaehe ansieht und die aufiero Normale dieses 
Gebietes N nennt, 

1 

2 Tty 


dJFC(0, 1) 

dN 
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Versteht man da,her untor 0 eine beliebige, in tier Umgebung 
der Stellc l mit ihren Alileitungmt stotitfe Kunktiou <los Ortes, 
und integriort iiber den Kroin M, ho orgibt. sioli 


d /<"(<>, 1) 




Die Greensehe Funnel, angewamlt auf dan hezeiehnete 
Restgebiet ergibt also, wnm man ft uuendlirh almehmen liifit, 
in der Greuze 

( 4 ) j( 0 JK> .- KJ 0 )ds - 0 1 . 

Jetzt words fur 0 sine hosting tier Glekdmug (I), d. In der 
Gleiclmng JiP + X0 . » 

genommen. Aus dieser ergibt sieh millets der GroonHchen 
Form el, angewandt auf 0 und 1 und dan mehrfaeh benutzte 
Restgebiet als Integrationsgebiet, da dan Linieniuiegrai ver- 

sohwindet, r , , , „ . «• . 

’ \./0ds — O 1 X\0ds 0, 

also, da X von Null verschieden genommen uml die fur l 0 
erhaltene Ldsung beisoite gelassen wird, 

f 0ds 0 . 

Anderseits findet man leieht 


JK({ U) / U; 

also folgt aus der Gleichung (4) die Integralgletehung 
(5) 01 . . xj A'(0, X h\u \ 1). 

Dio Diskussion derselbsn wirti wesentlirh dndureh erioiehtert, 
daB nach dor obeu fur K (0, 1) gogehenen Formel und naelt der 

Gleichung (2) des § 84 gesetzfc warden kamt 


(6) K( 0,1) 

wobei die Gleichung 


l (a ■ F l } 
2 K XU % j.,, |) 




cosy 0 i — cos (I cos-j- gin//sin eos(^ -1;,) 
gilt Denkt man nun fur einen Augenbliek den Punk! (I ■ 0 
in die Stelle 1 gelegt, so gebt die GrdBe P n (cm)\q) in P n (cos//) 
iiber, ist also Ldsung der Legendreschon GUdehung, die als 
spezieller Fall der Gleichung 


J0 + n(n | 1)0 • 0 
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aufgefaBt werden kann. Diese ist aber vom Koordinatensystem 
unabhangig; mithin ist P»(cosy 01 ) eine ihrer Losungen auch bei 
beliebiger Lage des Koordinatensystems. Daraus folgt nach dem, 
was soeben gezeigt ist, dafi P n (cos y 0l ) auch eine Losung der 
Integralgleiehung (5) ist, die zu dem Eigenwert n(n + 1) gebort; 
diese GroBe ist also orthogonal zu jeder von der Stelle 0 ab- 
hangenden Eigenfunktion Y m , die zu einem von n(n+ 1) ver- 
scbiedenen Eigenwert m (m + 1) gebort. 

Multipliziert man nun die Gleichung (6) mit Y m , so ist ihre 
rechte Seite gbedweise iiber das Grundgebiet integrierbar. Denn 
legt man wieder fiir den Augenblick den Punkt 8 = 0 in die 
Stelle 1, so kann man zunachst nach to gbedweise integrieren, 
da diese GroBe in der Reihe (6) gar nicht vorkommt. Dann 
aber kann naan aus den Entwicklungssatzen des § 33 die Formel 

4-1 j ^ 4* l 


entnehmen. Daraus folgt, daB die Reihe (6), mit sin Odd und 
einer beliebigen stetigen Funktion von 6 multipliziert, nach 0 
gliedweise integriert werden kann, womit das Behauptete be- 
wiesen ist. 

Die einzelnen Glieder der rechten Seite der Gleichung (6) 
sind aber zu Y m orthogonal, mit Ausnahme des zu n = m ge- 
borigen; somit fallen rechts alle Glieder weg mit einer Ausnahme 
und man erhalt 


CO 


r„i 

m (m -(- 1 ) 

1 0»+i) f 

2 it m (■m + 1) J 


J Y m K( 0, l)ds 

Y m P m (cosy 01 )ds. 


Ware iibrigens der Eigenwert, zu dem Y m gehort, iiberhaupt 
nicbt in der Form n(n~ |-1) enthalten, so erhielte man rechts 
iiberall 0, also die Gleichung 

jZ(0, 1) Y m ds = 0, 

so daJS 3T m keine Eigenfunktion des Kerns im Sinne der stets 
geltenden Definition ware. Damit ist gezeigt, daB die Zahlen 
n(n 1) die einzigen Eigenwert© der Integralgleichung (5) sind. 

Die Gleichung (7) aber zeigt, daB die zu einem bestimmten 
Eigenwert gehorigen Eigenfunktionen der Gleichung (5) Losungen 
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eiuer boBondoron Intogralgleiohung xind mid ala Bolcho alio zu 
demselbon Kigenwort goltbron. Dor Korn diogor (Jleiohung ljyjt 
sich naoli oinor olomentaron Formul huh dor Theurio dor l.egandre- 
sohen 1’olynome, dom nogoiiiimitoit AdditiuuHthoorom dor Kugel- 
funktionon, in folgondor Form dar.stollon: 


l) 


/’■/■. /*, 




•) \ 


i (in .- »■)! 

(in ( »’)! 


I’ll,.!', .01 IK of If if') ); 


daboi int gofteUt 


(1 


,r l\ 


sin* II 


d" l\ 

tlj 


Hetzt mau dioaon Wort von (nm }•„, l in dio Kpeziollo Into- 
gralgloio.btmg (7), ho audit man, ilnU <1. li. dio allgomoinato 
zum Kigenwert tn(m f l) golturondn Kigonfunktiou dor (Uei- 
chuug (f>), hIh linoaroH Aggrogat dor 'iwi \ t (trillion 


(8) P m J\ /’^x.ain !■</>, . vmvifu o 1, 2, ... in 

dargestellt werdoti kann. Diimo Bind wimtlioh Hpoziollo (trillion l',„; 
in der Gleicliung 

0 1 --- m(m ■[ 1) | ‘/hi . A (H, ! (</.*> 

gehoren also zum Kigimwert m (m t 1) gonau 2 m | 1 litioar 
unabhangige Kigenfunktionon, obon dio (trillion (»), dio nitr nidi 
nicht normiert sind. 

Mail erhS.lt dio normierton Funktionon niilteln dor mtf ulti- 
mentarem Wage huh der Legend ro when Dilfoioutialgloiohung 
folgenden Gleicliungen 



und der bekannten Formeln 


‘2 (n 

'lu f l (« 


l Hi 
- oj! 



Iff 

| mn* p <i tl if 

I! 




Man siebt aus diesen Formeln, dull matt net/em katni 

¥ 

wenn q> n0 , <p nl ,... gj W(S „ dio zum Kigetiwerte h(m 1 l) gohbrigtm 
normierten Eigenfunktionen Bind. Dividieron wir beidorHeits durrh 
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l n = n(n+ 1) und summieren iiber die Werte n = 1, 2, .. , so 
erhalten wir die bilineare Formel der Gleiehung (6) zufolge in 
folgender Gestalt: 

- TZ P°8(! - 008 7oi) + 1 - log2] = V 

45r n'T* «(»+!) 


§ 43. 

Warmeleitung in det Vollkugel. 

Bei der dreidimensionalen Warniebeweguiig in einer Voll¬ 
kugel gilt die Randbedingung 


du 


+ hu 


dN ~r 0> 

wobei N die auhere Normale, h eine positive Konstante bedeutet. 
Die Fouriersche Differentialgleichung transformiert sich dann 
in die schon in § 42 gebrauehte Form 

du 
dt 


a 2 ^fu 


a 2 jJL 
r 2 \ dr 


dr) ‘ sin 6 00 \ ° de) 


1 d 2 w\ 


ddj sin 2 # 0ca 2 / ’ 
wobei r, #, a wie am angefiibrten Orte die spbariscben Polar- 
koordinaten bedeuten. Setzen wir 

7) V 

u = e-ant ^7 = 0, 

0 t 

so ergibt sich fur V die Gleiehung 

4V+XV= 0 

und die Randbedingung 

-j— + hV = 0. 
dr 1 

Substituieren wir ferner 

x — cos #, V = JR&®, 

wobei jeder Faktor eine Funktion der dureh den entspreebenden 
kleinen Bucbstaben bezeiebneten Variablen allein ist, so erbalt 
man die Gleicbungen 

d 2 F , 2 dJR , /„ m( m -f 1) \ ^ 


dr 2 

d 2 ® 


r dr 
d® 




+ (^ 


/y>2 


„ ^d 2 ® d® , / / . ^ 


n 2 


l — x 2 


0, 

& = 


0, 


d*£Z 


do* 

Kneaer, Integralgleichungen. 2. Aufl. 


-f- n 2 £l = 0, 


12 
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wol>ei (lurch m unci n Konstante bezuielmet siud. Fur ditwe aber 
ergibt sich leicht, dall «io gauze Zahlon stun mussen, die dann 
offenbar positiv gononnnen werden kimnen. Fiir n folgt dies 
daraus, dall Si notwendig uadi dem Argument w die IVriode 2 at 
haben mull, fiir m daratm, dad die zweite (iloirhung, da .sin (lurch 
(lie Substitution 


aus dor Logcndrcsc.liou abgeleitet warden kann, nur dann ein an 
don S tel Ion x ~ * 1 ondlidms Integral beaitzt, wenii n duo ganze 
Zalil ist. DioseH Integral ist dann 


« - IC.<‘ '(l (•) 


f / J*' 


Da nun auch II an dor Stelle r 0 eudlidi sein mull, 
lehrt dio fiir dieso (Irblle orhaltene Different ialgleiehung, dall man 
bis auf oinon konstanton Fnktor 

H i t,((» r) 

setzen kann; die Eigen wort e odor A werden durelt die (•loiehunji 

A r \ 

hit ^ — d, tf d m \ 1 j (p 1 1 J)^ m ( 'jW d 

bestimmt, und die positiven Wurzeln dinner Uleidiung miigen durcl 
A„ i + i; 2) „ A m+ t; 2i 3 ,... bezeichuot werden. Die Wurzel A d fiihri 
zu einer identisch verschwimlemlen Funktion H. 

Die Eigeufunktionon siud also, wenn p* A m ,, 3< „ gonotzt wird 

P&x.r -"s J m + t/l (q r)cos p to, P'J, .r. r , >,(t» r) win ft w; 

dabei sind fur p die Werto d, 1, ... 2m zu nehtnen, ho dall in 
ganzen 2 m 4-1 Eigonfunktionen zu einem Eigen wort gtdiiiren. 

Um 8ie zu normieren, hat man ihr Quadrat mit - r*drdxd« 
zu multiplizieren, fiber den Itaum der Kugel zu integrieren uiu 
durch die Quadratwurzel des erhaltenen Integrals zu dividieren 
Das auszurechnende Integral ist also 

in i +i 

4« = j' d co j r d r J d x [ K x . J m f , h (p r) cos p w j*» 

0 0 — 1 
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oder derselbo Ausdruck, in dem cos durcli sin ersetzt ist. Be- 
riicksichtigen wir die in § 42 gebrauchte Formel 



(nt-f-ft)! 2 
(wt — ft)! 2 w -f- 1 7 


und setzen wir 


ho erhaltcn wir 

A„ 


l 

J 'h(Q r ¥< l r = 
0 


(M {l) I 7T. 

(m — n)\ m +1 


Pm 4- 1 /2>« (t* ^)i 


/ 1 0 


2 7T 


m 




»» \ V a , n ■ 


Dasaelbe orgibt sieh, wenn sin fi co (lurch cos ft co ersetzt wird. 

Auf Grand dieses Kesultats konnen wir die bilineare Reihe 
bilden, derail (Hinder tom Typus 

-22 qj 0. <p 1 

X““ 


Bind, wobei im Ziihler liber alio zimi Kigenwert X gehorigen nor- 
miorten Kigonfunktionou summiert wird. Man erhalt so den 
Ausdruck 

(r n) 1 J m f i; a ((> r) e/m t )k 0? r i) • ( p 

JtTt JN t/j, n 


wobei 9 durch die Gleichung 

(p = i) 

+ 2 s <»*+ 

— (M ~f" 2) (cosy01) 

und y ox durch die Gleichung 

cos y 03 = jctfj-f VF—”¥* VF—^ cos (9 — <p x ) 

definiert ist. Die bilineare Reihe geht hiermit in folgende Ge- 
stalt iiber: 



(r r x )~ l /»(m + i) Pm (cosy 01 ) J m +%(Q r ) Jm+^i 2 (.Q r i) # 

-f 1 /2» n Pm 4 - V21 * 
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Nacli den Formeln in § H2 ist nun die Summation fiber n 
sofort durchzufiihren. Man erhillt untor dor Voraussotzung 

h - > 0, r ■ r, 

die Gleiehung 

■<r-1 + (p O f 1 /3 (o r J ) ' 1/ * \ ()■ f \m 1 ‘.'4 

X m + !/„,» iV, B 11/2. w 2 vi j 1 l /1 / I 

(rr t )»"\ 

m ( h 

y ff 

Ist r > r t , so ist durch 1 zu ersotzen. Hiernaoh wird fiir den 
r i r 

Fall r < r x die bilineare Itoihe folgenden Wert orhalten: 

mi ) = 4 , 2 | r l ". - (''■•)-1 * ZU ' , *<"*** 

m 1 

Diose Reihe summiert sicli mit Ililfe dor bekamiten Formula 


V1 — 2 «.r F « a 
1 — «» 

; l — 2 a ^4 « a ) :i 




V (2 w I 1) * 'J, 


(i (2 m i d«"‘ 

(j/ 1 — 2 06 X F « 2 ) :1 ^ 1 h 


Speziell erhalt man fur don Fall h — oo, also fiir die Hand- 
bedingung 

V 0 

die Gleichung 

A'( 0 , 1 ) 

— If _ 1 

4k ly r j — 2 rt^cosym 1 r, 2 ^1 — ‘2 rr, cosy,,, f r*r, 3 . 

Dieser Ausdruck ist die in der Klektrostatik auftrotendo gewdkn- 
liche Greensche Funktion des Vollkugelranmes. ha Fall© nines 
endlichen positiyen Wertes von h erachoint nock das Glied 


r~ h C (1 — r % r 2 ) r h ~ 1 d r 

J j/l — ‘ir^cosy,,! -j- r*r? 
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§ 44. 

Darstellung willkurlicher Funktionen 
auf Grand der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen. 

Die bisherigen Satze uber bilineare Reihen bei Greenschen 
Funktionen als Kernen konnon nicht aus der allgemeinen Theorie 
des dritten Abschnitts abgeleitet werden, wohl aber gilt dies yon 
gewisscn allgemeinen Satzen iiber die Entwicklung willkurlicher 
Funktionen nach den Eigenfunktionen der bezeichneten Kerne, 
sobald diese als brauchbar unstetig im Sinne des § 19 nach- 
gewiesen sind. Fs handelt sich dabci urn folgonde Ziele. Vcr- 
stehen wir unter 0 stots eine im Grundgebiet stetige Funktion 
der boigofiigtcn Stellen und setzen wir 

CD(0, 1) ^ K (0, 1) 0 (0, L), 

F(0,}) = K(0, 1 ) K( 1 , 2 ) 0(0, 1 , 2 ), 

so ist zu zoigen, dab die Integral© 

J®(0, Jl'XO.Ud*! 

im Grundgebiet stetige Funktionen, das ersto der Stelle 0, das 
zweite der Stellen 0 und 2 sind, und dafi in den Integralen 

(1) [J<!>((), l)(/sds x , j l)dsds^ J [ F(0, 1) dsds^, 

die Integrationen vortauseht werden durfen. Rind die Behaup- 
tungen bowiesen, so kann man die Groben 0 auch als stiickweise 
stetig annehmon; dadurch gehen die betrachteten Integrate in 
Summon von solchen iiber, die mit stetigen 0 und anderen Grund- 
gebieten gobildet sind, und die behaupteten Eigenschaften iiber- 
tragen sioh sofort von den Summanden auf die Summe. 

Urn nun das gewunsohte Ziel zu erreichen, gohon wir davon 
aus, dab im Fall© des ebenen Grundgebiets, das wir E nennen, 

-^C 0 ) i) =,} i°g +o(o,i) 

Xi 71 / 01 

gesetzt werdon kann; boi den auf die Grb.Be 0 beziiglichen Be- 
Jtauptungen darf also eiufach abkiirzend 

A ^°’ ^ “ 2a l ° S r 01 

gesetzt werden, da die mit 0(0 , 1) behafteten Glieder wegen der 
Stetigkeit dieser Grebe keine Schwierigkeit machen. Dasselbe 
gilt aber auch von den auf F(0 , 1) beziiglichen Behauptungen; 
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denn nach dem vereinfachten Ansatz fiir A'((), 1) unterseheidet 
sicli F(0 ,1) von dem urspriinglichen Wert um Glieder wie 


1 log ‘ ■«(«, 1,2), A % * •«(<>, 1,2), 

&% ) ot & Jr 'tti 

die wieder, wenn die auf <®(0, 1) beziigliohon Behauptungen be- 
wiesen sind, koino Schwiorigkeit mao.hen, da sic ala Ausdriicko 
<P(0, 1) odor fl*(l, 2) betraohtet warden kbnnen. Wir bleibon 
also game bei dem abgokiinsten Ausdruck fiir K ((), 1), der alios 
Gewiinschto leistot, wenn der Boweis gelingt. 

Bozeichnet man nun durch G 0 don Host, der iibrig bleibt, 
wenn vom Gebiot © alio die Ungleiehung r„, •... a orfilllondon 
Stellen 1 bei irgend einor fasten Gage der Stella 0 weggelassen 
werden, so iat 


(2) J ® (0, 1) d «, - f <P ((), 1) d a, -} 1) rf s,; 

<i *\»i * * j 

ein Integrationsgobiofc wie r 01 a ist bier wie weiterhin humor 
so zu verstehen, daB mir Stellen des Gebietn (S in Betraeht ge- 
zogen werden. Verstehen wir aber unter nine GriUto, die 
zwiseben festen von 0 und a unahhilngigen Sebrankon liegt, so 
konnen wir setzen 


(3) f 9 (0, 1) d s, = W J </s, log 1 - V 

i u\ -• « 

nnd ip a ist, wenn man liber den ganzen Krais r ul * , a integriert, 
eine leicht, wi© in §8r>, durch a ausclriickbaro GroBo, fiir die die 

Gloichun g Hm ta ^ 0 

H 0 


gilt und giiltig bleibt, wenn nur ein Toil des Kraises in das 

Gebiet © fiillt und als Integrationsgobiat benutzt wird. In der 

Gleichuug (2) kann also dor zweite Summand durch passendo 

Wahl von a unter eine vorgeschriebono Sc.hranke herahgedriickt 

werden und bleibt unter derselben, wenn die Stelle 0 geiimlort wird. 

Jetzt werde die Stelle 0 um eine hinreichonil kleine Strocko 

verschoben; dann andert sich das Gebiet © 0 und die in ihm 

stetige GroBe #(0, 1) beliebig wonig, ebonso auoh der ersto 

Summand auf der reckten Seite der Gleichuug (2); die gesamte 

Anderung der Grofio r . ,, , 

l<D(0, l)dsi 


setzt sich also aus zwei dem absoluten Betrage nach beliebig 
kleinen Summanden zusammen; diese Grofle ist als stetige bunk- 
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tion der Stelle 0 erwiesen; dasselbe gilt wegen der Symmetric 
des Kerns AT(0,1) von dern Integral 

j <£>(0, 1 )ds 

«• 

als Funktion der Stelle 1. 

Um nim weiter die Integral© 

J = Jdsj0(O, l)ds, J= Jrf 8l j0(O, l)ds 

(9 (9 (k (? 

als gleich nachzuweisen, sei (S x der Rest des als Ort der Stelle 0 
betrachtoten Gebiets ($ nach Ausscheidung der Stellen 0, fiir die 
r l0 * a] dann wijid zumichst die Integral© 

= f (l s f 0 (0, I ) d s, , j; = {<0(0, 1) cl s 

(V (* 0 (V <<• 1 

gleich, J 0 = Ji ; denn das Integrationsgobiet beider ist die Ge- 
samthoit der Stollempaare 0, 1, in denon r 0l *>a und im tibrigen 
0 wio 1 im Gobiet (5 beliebig gewahlt werden. In diesem Gebiet 
ist <&(0, 1) stetig, die Integrationen also vertauschbar. Weiter 
ist offenbar 

,J _ ,/ 0 ^ l)ds t , J- 7, = [(/.S', j 0(0, 1) (ls ; 

nuO r 0l <ji 

wendet man also die Gleichung (H) an und die aus ibr ent- 
stehendo, indem man 0 und 1 vertauscht, so ergibt sieh 

J r / 0 = W.tlniy J — J x ~ W.ifdy 

wobei die Zeichon W,4' violdeutig gebraucht sind. Da nun J Q = <7 n 
so folgt auch, dali die GroBe 

J — I= W.ipa 

gesotzt und mit a beliobig herabgedriickt werden kann, also, weil 
von a unabliiingig, verseliwindcn muB: 

(4) 7 -■ ■=■ 7”, J d s 10 (0, 1) cl s, — j d s, f 0 (0,1) d s; 

(V 8 If it 

die auf die tlrbBen 0(0, 1) beziiglichen Behauptungen sind be- 
wiesen. 

Um nun ontHpreehendo Betrachtungen fiir die mit F( 0, 1) 
gebildeten Integrals durclizufiihren, sei 6 S das Gebiet, das von (S 
ubrig bleibt, wonn alle Stellen 0, fiir die r M <a ist, ausgeschieden 
werden; ist 1 die Yeriinderliche Stelle des Gebiets @, so wird, 
um (§ a zu erhalten, das Gebiet r ia < a auBgeschieden. Dann hat 
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die Grofie I'’(0, L) im Gobiet@ a dieselbcn Kigensdiaften wio <I> (0,1) 
im Gebiet die Integrale 

p<’(0, l)*»i = J AT(0, 1) A'(l, 2) <l( 0, 1, 2) d a,, J /'’(<>, I)rf« 

©2 @2 ^2 
sind also im Gebiet (5 a stetige Funktionen, dor Stollo 0 das erste 
and der Stella 1 das zweite. 

Weiter zeigen wir, daU man Hotzen kann 

f /'’(«, i)^*i 

r^j * t> 

wobei die Schranken der GrbBe W von a, 0 und 2 unabhiingig 
bestimmt werden kbnnen. Fallen namlieh die SUdlen o und 2 
zusammen, so ist 

= . log r V.,l, 

>’21 <» 

rat < « 

fallen die Stellen 0 und 2 ausoinander, ho ist oiTenhnr 



ft v,* ft 


und in beiden Fallen kann man setzen 

(5) f !<'((), l)dS! — W.4<a, limd'ft r= 0. 

J a u 

r 2l <TV 

Nun ist nach der Definition dee Gebiets tij 

JA(0, l)ciSj == f *'((), l)ds l -f | F(0, !)</*,; 

tfsi >’g : j ft 

seheidet man aus dem Gebiet noeh alle S to lien l huh, fiir 
die r 01 <; a und nennt den Rest (S a0 , so ist F(Q, l) in dieaem 
stetig und man hat die Gleichung 

(6) fJP(0,l)^ Sl = jV((), + j /''(<>, 1 )d h | j !'’(<>, l)d« i; 

® ®20 *Vt < »i r wl < a 

in den letzten beiden Integralen sind nur die in (? fallenden 
Teile des Integrationsgebiets zu beriieksichtigen und etwaige 
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gemeinsame Teile der Gebiete r Q1 < a mid r n <; a nur einmal 
Da nun F (0, 1) bcziiglich der Stellen 0 und 2 sjmmetrisch 
gebaut ist, so ist in der letzten Gleichung auch das letzte Glied 
der recbten Seite von der Form ebenso wie nach (5) das 

vorletzte; boide sind also bei passender Wahl von a absolut so 
Idem, wie man will, und bleiben so bei Veriinderung der Stellen 0 
und 2. Andert man diese aber hinreicbend wenig, so andert sich 
das Gebiet @ 20 und die in ihm stctige Grobe F( 0,1) beliebig 
wenig; dasselbe gilt also von der ganzen rechten Seite der 
Gleichung (6); das Integral 

(7) j /'’(<), l)rfs, 


ist cine im Gebiet G. stetigo Funktion (Un* beiden Stellen 0 und 2, 


Da ferner im Gebiet die GrdBe F (0, 1) dieselben Eigen- 
sehaften hat wie 0 (0, 1) im Gebiet (£, so hat man nach der 
Gleichung (4) 


(«) 


j^.s'J>((), l) 

<*.» (V„ 


(l 


= JrfSj 1^(0, 1 )<ts. 

l< 5 (*,» 


Die Gleichung (5) aber ergibt 


00 


j dsjV(0, 1 )<U 1 = *P.4<a, 

S'y t\\ a. a 


and unmittelbar folgt huh der Stotigkeit des Integrals (7) 


( 10 ) 


j ds j F(0, l)<is 1 -*= W,4>(x. 

r 2f >« 4 a Or 


Addiert man die GrdBen (9) und (10) zur linken Seite der 
Gleichung (8), so werden in dieser die Integrationsgebiete (S 2 
durch (S ersetzt und man sieht zugleich, was nieht unmittelbar 
ersichtlich ist, 

(11) j d.s-| F (0, 1)^ lira j\isJV(G, l)ds v 

<$■ a (f 2 (h 

Ebenso findet man leicht, da 


l)rfs = K(l, 2)|iT(0, 1) 0(0, 1,2 )ds = K(1,2) W.ipa 

*’#() <» ft fr*2o **'•■ (t 
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gesetzt werden kami, 


(12) Jrfs, [ (0, I),/* =rj A (1,2) W. =-.r , / r 


(*2 >’»> - 


endlich 


' (Is, !)(/» . j A” (1, 2)0s, (A (0, 1) 0(0, I, 2) <h, 


i*2l <" a (S' 


und da liier das innore Integral reelits nach den Silts',eu itber 
<£ (0, 1) eino stetige Funktion der Xtellon 0 urnl 2 int, 

(13) J rf», j /'’((», \)th ~ W. 

r- tt (S’ 

Acldiert man dio GrdBen (12) nnd (Kl) zur rerhten Soito der 
Gleiehung (8), so orhalfc man dio (ileiehung 

[ds x F(0, 1 )ds — lim j dF (0, l)d*s 

J * " o J J 

Cf tv (f.f 1*2 

die verlmnden mit den Gleiehungen (8) und (11) m der ge- 

wixnschten Beziehung fiihrt: 

j JF(0, i )ds x J d h x j F( o, 1) ds. 

$ if If t* 

Leichter ist das entspreclumda Ergolmin fur dan dritte der 
Integral© (1) zu erzielen; ist l* x der Rest dm Gebietes (S mich 
AusschluB eines Kreises vom Radius a mn den Mitteljmnkt i, ho ist 

j\(s a | A’(0, l)<l# ~ j* A’( 1, 2)(/Sj, j" A(u, 1, 2)(/s 


A'(l, 2)ds i A(0,1)0(0, 1,2 )tin ( A'(l, 2)0(1, 2)<h s 


(14) 


= f A'(l, 2)rf«, f A'(«, 1)0(0, 1, 2) d s 

4- A'(l, 2) d s s ) A'(0,1)0(0, 1, 2)(/s | | A'{ 1, 2)0(1, 2)</s s , 

(?i r l0 <« r t2 . u 

0(1, 2) — | A’(0,1)0(0,1,2)(/s t-r 10(0, l)r/s 


wobei 
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nach (len fur die GroJBen 0 erhaltenen Satzen eine stetige Funk- 
tion der Stellen 1 und 2 ist. Der erste der in der Gleichung (14) 
erhaltenen drei Summanden gestattet die Vertauschung der Inte- 
grationen, der zweite und dritte konnen mit a beliebig herab- 
gedriickt werden. Vertauscht man im Ausdruck (14) die Ele- 
mente d s und <h x , so bleibt der erste Summand derselbe, der 
zweite und dritte behalten die angegebene Eigenschaft; von dem 
ersten untersckeiden sich also beide Integrale 

frfs, l)rfs, [ d s (Jp’(0» Orfs* 

(*• (v (s- (V 


beliebig wenig, sind also gleich. 

Damit ist die Greenscho Funktion K (0, 1) des ebenen 
(Jebiets als brauchbar unstetiger Kern im Sinne des § 19 
erwieson. 


Dasselbe gilt von der Greensohen Funktion des raumlichen 
Gebiets: man braucht nur in der ganzen durchgefuhrten Schlufi- 
reihe die Zeichen 


durch 

ds, log 1 , 

r 01 

log 1 , 

r 0 2 

log 1 , <S 

• 12 

, 1 

1 

1 


(It, 

- at 

zu ersetzen. 

r 0 i 

*0* 

rn 

Jetzt sind 

die Satze des dritten Absclmitts auf die im gegen- 


wartigen Absclmitt betraehteten Kerne anwendbar; bestimmte 
Ergebnisse erhalt man, wenn man Begriff und Eigenschaften der 
quellenmafiigcn Funktionen beachtet, wie sie in § 87 entwickelt sind. 

Wiclitig ist zunachst die Beziehung 

4F0 = z/fZ(0 , 1 )fl.ds l = -fO] 
aus ihr folgt, dab eine im Grundgebiet stetige Funktion nur daim 
zum Kern orthogonal sein kann, so dafi 


JX(0, l)fl.dsi — 0, 

wenn sie identisch verschwindet. Zum Kern orthogonal ist aber 
nach § 22 jede im Grundgebiet stetige Funktion, wenn sie zu 
alien Eigenfunktionen orthogonal ist; eine zu alien Eigen- 
funktionen orthogonale stetige Funktion mull also iden¬ 
tisch verschwinden. Das heifit, aus der Gesamtheit der 
Gleichungen 


J f0.q>%0.ds 


folgt die Identitat f 0 = 0. 
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Sod ami lolmm die allgomoinen Siitzo, dull jodo quollonmiiiiige 
Funktion auf dio Ko uric radio Woiso nnch don Kigonfunktionen 
entwicko.lt wortlon kann; nacli $ -M folgt. hionuiH, da(J jade die 
Ramlbedingung erfiillondo, auf dem Urundgebiot mit 
ihren ersteu Abloitungon stotigo Funktion, dio ntiick- 
weise stetige Ableitungen zwoitor und driUor Ordnung 
bositzt, auf dio Fouriersc.hn Weise naoh don Kigen- 
funktionen ontwio.kolt word on kann: 

h 'o -- «„ (/>„ o, «„ = I /'’<> ■ </■>, “ • <{1 I (<r« <>) a Us l; 

n 

das ebono Grundgobiot kann duroh dan niumiiolio, d s duroli ih 
ersetzt werdon. 

Hieraus ergibt sio.b nach dor mohrfaoh gobraucbton Methode 
die AbgeBchlossonboitHndation 

J(/•(>)*</« 'V |/s| J , 

in dor fi) eino stetige Funktion bedeutut; sie heruht wesentlieh 
auf der Mciglichkeit, eino stetige Funktion duroh qnollemnallige 
anniihernd daraistcdlen. 

Weiter kann jetzt leioht eingesehon warden, dati die An- 
zahl der Kigenfunktionen unendlieh ini, Demi hub der 
Integralgleiclmug 

cpl = A J K(0, l)(p().<{$ -= A (,/^log r -f d/((>, 1)) (pO. <1 s, 

in der M Btetige Ableitungen jeder Ordnung besitzt , folgt, daB 
die OrbBe <p l hmaichtlich ihrer StetigkeitBidgeiiBidmften ala 
Potential einer Manse von stetiger Diehtigkeit fUigesohen warden 
kann, also nach den allgemoinen HEteen der Potentialtheorio 
stetige Ableitungen erster Ordnung besitzf. Dannch hesitzt aber 
wieder die Dichtigkeit stetige Ableitungen erster Ordnung, also 
das Potential solcke zweiter Ordnung usf.; da die Oreensehe 
Funktion an reguliiren Stellen nur stetige Ableitungen beliebig 
holier Ordnung besitzt, gilt dasselbo von den Kigenfunktionen, 
Eben dies wiirde dann auch von einer liuearen Verbinclnng end- 
lich vieler Kigenfunktionen gelten; as kihmto also nicht (lurch 
eine solche Verbindung eine Funktion mit nustotigen Ableitungen 
zweiter Ordnung dargestellt warden, was doeh dor allgemeine 
Darstellungasatz als mdglich featstellt. 
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Beachten wir zum Sehlufl nocli den losenden Kern 

r(o, i) .= K{ o, i) + * 

Die unondlicke Reihe ist ebenso in jeder der beiden Stellen 0 
und 1 bei fester Lage der anderen gleichmaBig konyergent, wie 
die Reihe 

A'.(0,l)=2 , ’’ 0 /” 1 i 

n n 

die Grdfien r(0, 1) nnd JT(0, l) unterscheiden sich also nm eine 
stotige Biffcrenz W (0, 1); die Grofi© F( 0,1) hat dieselben IJn- 
stetigkeiten wie K (0, 1). Nun gilt die Resolyente 

r((), 1) = IC( 0 , 1) + X j r((>, 2) A ( 2 , l) ds t , 

also, (la z/ K (0, \) — A(0, 1) — o ist, 

Ji r(o, i) = i/jy f r(o, 2 ) k ( 2 , i) rf« a 

= A ^ f (A- ( 0 , 2 ) 4 - 0 («, 2 )) A( 2 , 1 ) a K a 

(15) . . 

-= Aif/j A(0, 2) A'(2, -\-XJ x 0 (0, 2) A(2,1) 

— AA' 2 (0, 1) |- X ,/, f 0 (0, 2) K(2, 1) ds,. 


Das era to Glied dor reohten Seito ist aber leicbt auszu- 
rechnen; K s ist von der Art eines Potentials, wie es am Schlusse 
des § 35 betraohtot ist, und damit bleibt, obwohl die Dichtigkeit 
stollenwei8e unendlioh ist, die Poiesonso.he Gleichung erfiillt. 
Ist K (0,2) die Dichtigkeit an dor S telle 2, so findet man hiernack 

.1 X A' 8 (0, 1) = 1) — — A((), 1) 

und nacli (15) 

^r(<), 1) = -A(A((), i) + 0 (o, 1)) = -xr( 0,1). 

Die Differentialgleichung 

jr+xr== o 

hat also eine die Itandbedingung erfiillende stetige 
Losung, die als meromorpke Function von X darstellbar 
ist; ihre Pole sind einfach und liegen an den Stellen X n . 
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PuSil'f.T ,\H» liliSl! 


§ 45 , 


41 ). 


Enlwicklung untMigcr Funktloncn. 

Auf (Irurtcl dea Kesultate*. lasseu hirlt aueh Ri n . 

siohten daruber gowinnen, itnviefern tins) edge Funktinmm oder 
solclui, die unntetige Ableitimgrn bemtzen, itaeh den Kigen- 
funktionan eiiiea Kerns entwiekelt warden kunnen. Fieso Hiitze 
sind ftllerdings von H|ier,iell«reni Clmrakter ids die biftier erlialtonen 
und boziehen nicrli nur auf den Fall, dull die biliueare Formol 
iti gewissetn Siam 1 gilt. 

Wir boHchriinki’ii una auf (udin ti. v.m zwei Finieimionen, in 
derum der Kern A”(0, 1) unstetig wild wn- 1 1 ‘J n )log/• 

Sei dl dan Kleroeid enter ini (inmdgebnt wrlaufeuden Kurveff 
in welohom dor l’unkt u liegt, A die Nm-inale, die, wenn die Kurve 
geseh lessen iat, naeh milieu gem litet *em mill. Fn* Kiebtungen N 
und N' anion eitmuder entgegengeM-t/.t. Fumt bat mu dmi lntegralen 


<I> 1 


J dl.fo, Ado, |), h 

« 


dl /ii 


d A'(11, 1) 
d S 


das orate die Kigonwlmfien de;< bigatithiuiurhen Fetentials eitier 
einfach belegten binie, das zweite mt mi wesi-ntlirlien daa poten¬ 
tial einer doppelt belegten l.mie Fabei mull die liinktiim /'() 
langs der Kurve ii mil direr n-teu Udednng stettg H ein und, 
falls die Kurve ft im Uande des i.rmi ft-idm-tes endigt, in diosera 
vorachwindon, um Hingiibuitiiti n zu vnhtndern. Fas Integral 0 
biotot dann, wenn der i’unkt 1 dm Kurve ft jmmdert, ftir die in 
normaler lUahtung gelnldete Abb-Hung die aim der Potential- 
theorie lmkannto i’uaMigkeit dai : 

d01 , d'P! 

d ,v, ’ d A .; fl 

Das zweite Integral int »elb*t m dm Weixe miatetig, dab die 
(Sleichungon 

#i - t* I ; I „ w, hi . ; / l 

beatehen; ditbai sollnn h 4 tnnl l*i 4 fin*- inrn/wriip )»c*tii*utf!ti, dtando 

sich die Cf) niiiiiilittrt, wnm nmn tun tirr Sntts niictti cler 

dio ttichtimg A hiiiwtdnt, «iirr t«»n ilrr 8ait@ 

gegen dan der (Curve »iignli«irsg«»ii Puntt I In tamnrkt Furniriit 
ohne weiteren amirfitliali, tin.ll lignin ifinUrii # iitpi w nufierhilb 
der Linia 14 ini giiiixtiu firnmigidiirl iltiwltfHi Kigriinidiaffaii be- 
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sitzen wie die quellenmafiigen Fucktionen, insbesondere, daJJ sie 
die Randbedingungen der Greenschen Funktion erfiillen. 

Wenn nun die bilineare Formel gilt und die Reihe 

i, oo A - 

VI *Pn 0 . (p n 1 
n ln 

gleichmaBig konvergiert, sobald der Abstand der Stelle 0 von der 
festen Stelle 1 iiber einer festen positiven Grenze bleibt, so kann 
man in dem Integral 0 gliedweise integrieren und erhalt die 
GroBe 0 1 nach den Eigenfunktionen cp n 1 entwickelt; dock gilt 
diese Entwicldung zunlichst nur auBerhalb der Unstetigkeitslinie. 
Man hat also cine speziellc Funktion entwickelt, deren Ableitungen 
in der Kurve ® die oben angedeuteten Unstetigkeiten besitzt. 

In den von uns niiher untersuchten Fallen der §§ 38 bis 43 
ist forner auch die bilineare Reihe gliedweise differenzierbar in 
dem Sinne, daB die erhaltenen Reihen in demselben Gebiet 
gleichmaBig konvergieren wie die bilineare Reihe selbst. Man 
kann also auch fur & eine Entwicldung nach den Eigenfunktionen 
erhalten, also fur eine Funktion, die an der Kurve $ selbst un- 
stetig ist. Auch bier bleibt zweifelbaft, ob und in welchem Sinne 
die Entwicldung in der Unstetigkeitslinie selbst gilt. 

Es muB noch festgestellt werden, ob die erhaltenen Ent- 
wicklungen Fouriersche sind in dem friiher definierten Sinne, 
dab also z. R, wenn 

0 1 i -“— 1 

n 

gesetzt wird, die Gleickung 

a n = J00. (p n Q.ds 

besteht. Davon uberzougt man sich leicht auf folgende Weise. 
Man hat zunachst unmittelbar die Gleichung 

an== ^f0.^dl 

A 

Setzt man hier ein 

2) <p„ 2. <2s 2 , 

so folgt 

a n = j" dl 0 f'O.^K(O, 2)<p n 2.ds^. 


A 
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S 45. 

SchlieUt man nun aus ilom (iruntigobiot eim*n boliobig sc.lmmleu, 
die Kurve It uniBohliolJonilon Ktroifon aua uud bezeiolmot don 
Rest durch (S', ho kann man sotzen 

f A (0, 2) (j>,i 2 • it < s ‘a - ~ j A'(0, 2) <y n 2. d. s'y } t, 

(V 

und a liegt dotn absolution Botrago ninth untor outer (ironzo, die 
mit der Broite den ausgomthloHHonen Stroifonn unondlioh nbnintmt 
und von dor Stelle 0 nnabhilngig ist. I Horans folgt 

«» a' 4 j'<//„ /’(). | K (0, 2) <f>„ 2. il n.j, 

,U tS' 

wobei / cine GrdBe von dernolhen BesehaiTenheit wit* * bedeutet. 
Ilier komien die Intogrationen vortaiwht warden, ho (bill man 
erhalt f r 

a n ^ F + J d . <p» 2 . J /‘O. A'(u, 2) <//„, 

At 

mid da dan Integral 

| f'O » A*" (0, 2) d /„ 

*.1 

At 

den (lharakter einen Linienpotentialn hat, hIho iiIh Funktion der 
Stelle 2 im ganzem Grumlgebiet ate tig ini, ho kann man in dam 
letzten ftir a n gegebenen Aundruak G' dureh G ersetzen, olma 
dab das Integral «ieh urn mehr aln einen Bet mg F' iindert, der 
wiederurn die BoHohaffonbeit der GriHJe t besitzt. So erlrnlt man 
die Gleielmng 

a„ — f' | t" f. j ds,i. <p„ 2. j /'(). A'(o, 2}d/„ 

4 M 

oder, da F und F' beliebig kloin gemacht warden kdnnmt, 

«» ™ Jd #» ■ 9n 2 • j/■(). K (0, 2)</ /„ j (/.„ 2 .0 2. d 

a 

womit die ausgesprochene Behanptung bciwiesen i»t. 

Genau in deraelben Weise laflt nidi der entHpretdiendo Naeh- 
weis fur die Iteihe ( H ) fuhren, indent auch bei Funktionen von 
der Art der GrdUe d K/d N die Integrationen vertauHcht warden 
konnen. 

Der Nutzen, den man aus den Funktionen 0 und (*) ziehen 
kann, wenn man allgemeinero Arten von Funktionen nach den 
Eigenfunktionen entwiekeln will, beruht auf folgender Krwiigung. 
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Lne beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet,.die an 
rve St eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daJB 


chung 


(IF dF 
dN + dN' 


Die Funktion / 0 sei wie oben mit ihrer ersten Ab- 
langs der Kurve St stetig und verschwinde am Itande des 
ionsgebietes, wenn dicser von der Kurve I? erreicbt wird. 
gen erfulle die Funktion F die Bedingungen, unter denen 
> naeh § 44 nach den Eigenfunktionen entwickeln kann. 
nt die Diffcrenz F —die selbst stetig ist, im ganzen 
lybiet, aneb auf der Kurve AS, stetige erste Ableitungen 
Lckweise stetige zweitor und dritter Ordnung und erfiillt 
■wie dio GrolJon 0 und © die Kandbedingungen der 
token Funktion. Mithin sind fiir die Different F — 0 
to Bedingungen erfiillt, unter denen sie nach § 44 auf die 
rsche Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, 
eigt, von 0 gilt, so ist aucb die Funktion F in der ge- 
:en Weise entwiekelbar; nur bleibt das Verhalten der 
enden Reiho in der Unstetigkeitslinie St' zweifelhaft. 
ii hat so gcwissermaben der quellenmaJBigen Funktion 
eine besondero, auf die Fouriersehe Weise entwickel- 
inktion 0 angcfugt, welche die gewimsehtc Singularity 
jen Ableitung hcrvorruft. 

ahnlicher Weise kann nun mittels der Funktion © aucb 
twickelbare Funktion hergestellt werden, die selbst eine 
ie Unstetigkeit besitzt. Ware F in der Kurve Si? unstetig, 
die (Sleichung 

—= — fo 

tmd f 0 diesolben Eigenschaften besitzt wie zuvor, so ware 
ferenz F — © im Grimdgebiet quellemnabig darstellbar, 
P die Fouriersehe Weise entwiekelbar und dasselbe wiirde 
i © so auch von der gegebenen Funktion F gelten, wenn 
LiaOerbalb dor Kurve St iiberall die Eigenschaften der 
□aafiigen Funktionen besitzt. 

nun ferner in iilmlieher Weise Unstetigkeiten, die in 
an Kurven St vorbanden sind, durch Subtraktion mebrerer 
chend gebildeter Ausdriicke 0 oder © wegzusehaffen sind, 
folgender Satz bewiesen: Die Funktion F sei in be- 

* r , Intugr&lgleiohungeii. 2. Auft. 13 







194 


Kihifter Almrlmltl. 


§ 48. 

liebig yielen Kurvon it, (lie entwedor gosehloBsen sind 
oder das Grundgobiot you cinom Randpunkte zum andoron 
durchsetzen, sicli gegonscitig abor nicht, suhnoiden, uu- 
stetig, so dafi Gleichungon von dor Form (2) bostehon. 
In einem andoren System von Kurvon fif', das dioRolben 
Eigenscbaften wio das System .U aufweise, soion die 
normalen Ableitungon dor Funktion F nustotig, so daii 
(iloieliungen von dor Form (I) bos token. A ulio rhalb der 
Linien it, if habo die Funktion F stotigo orsto Abloi- 
tungen uud stiickweiso stotigo zwoitor und drittor Ord- 
nung, und sio erfiillo die Raiulbodingung. Alsdann ist 
die Funktion F auf die Fouriersoho Weiso uach don 
Eigenfunktionen entwickolbar, woboi abor dor Wort 
der orhaltonen Iloi bon in don Kurvon it und it' zwoifel- 
baft bleibt. 

Mit diesem Satzo ist das Problem dor Entwicklung naob 
don Eigenfunktionen fiir die Fiillo erlodigt, in donen koine Hnnd- 
kurven vorbanden sind, wio z. li. fiir die in § 42 bohaudolto 
Warmebewogung auf dor Kugellliiohe; diu naoh don orlialtenon 
Satzen darstollbaren Fnnktionon diirfton fiir alio Anwondungou, 
die in der matbomatisolum Pbysik verkommon, allgomoin gonugsoin. 

§ 4 f*. 

Anwendung des Weylschen Satzes fiber Addition von Kernen. 

Nacbdom die G roonsohon Fnnktionon als brauo.libar un- 
stetige Kerno nachgowioson sind, kiinnon auoh die Kiitzo des § 25 
fiber Addition von Kornon auf sio angowandt wordou. 

Betracliten wir, um Bestimmtos vor Augon zu habon, ntir 
Greenscbe Funktionen, die auf dor Randlinie des Grinidgobiots 
versebwinden. Das urspriinglicho obeno Grundgobiot G onibalto 
in seinem Iimern die vonoinandor getronnten Toilgobioto G„ 
(S 2 , ... @ m . Fiir jedes von diesen, otwa fiir (5,„ werde dio Greon- 
8che Funktion G v (0, 1) konstruiort und — 0 gosotzt, sowio min- 
destens eine der Stellon 0 und 1 a us dam Gobiet G,, liorausfiillt; 
#(0,1) sei die Greonsche Funktion des gauzon Gebiets G. 
Dann ist zuniicbst die Summe 

I, m 

K'{ o, i) 
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§ 46. 


ein brauchbar unstetiger Kern, und seine Eigenwerte sind die 
Eigenwerte aller Kerne G v ( 0 , 1 ), deren jeder auf das Grund- 
gebiet fe bezogen wird, zusammengenommen. In der Tat sei 

(1) cp 1 = i|9>0.(© 1 (0,l) + -+» m (0,l))<ls 

e 

eine Eigenfunktion des Kerns K 1 und liege die Stelle 1 z. B. im 
Gebiet @ x ; dann versckwin'den G 2 ( 0 , 1 ), ... 6r m (0, 1) und man 
erliiilt, da G x in den Gebieten @ 2 , ... verschwindet, 

(pi = l)ds = l\<pO.G 1 (Q, 1 )ds; 

(V (* L 

cp 1 und l sind also aucb Eigenfunktion und zugehoriger Eigen- 
wcrt des Kerns G x im Grundgebiet (£ 3 ., unci umgekebrt leitet man 
aus der letzten Gleichung loiclit die Boziohung ( 1 ) ab, womit die 
Behauptung betreiTs der Eigenwerte des Kerns K 1 bewiesen ist. 
Wir wollen nun weiter zeigen, dafi der Kern 

if 11 = Gr — (r l — G'2 — * ■ * — &m 
positiv definit ist; dann ist 

K == JG^K lL = G 

und der Satz des § 25 ergibt eine Beziehung zwischen den Eigen- 
worten der Kerne G und K 1 . Zu diesem Zweck fiibren wir noch 
das Itestgebiot (S» l + 1 ein, das tibrig bleibt, wenn aus dem 
Grundgebiet @ die Teilgebiote fe, fe,... fen ausgeschieden werden, 
nennen G m +1 die zugehorige Greenscbe Funktion und setzen 

£== JK“-0 m+ i- 

Dann ist die Grofie L auf dem Gebiet (5 stetig, hat aber an den 
Randlinicn der Gebieto fe unstetige Ableitungen; gehoron die 
Stellen 0 und 1 z. B. dem Gebiet fe an, so kann man ■ 

L( 0, l)= G( 0, 1 ) — G\ ( 0 , 1 ) 

setzen uud die Unstetigkoiten heben sich weg. Aus der Integral- 
gleichung 

(2) 9I = AJz<(0, l)(p0.ds 

folgt aber, indem man naoh den Koordinaten der Stelle 1 diffe- 
renziert, dafi die Grofie 91 im Innern jedes Gebiets (5 V stetige 
Ableitungen besitzt, die sich bestimmten Grenzen annahern, wenn 
die Stelle 1 auf die Randlinie riickt; sind 0 ' und 1 ' die die Band- 

13 * 
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§ 45. 

Schlieflt man nun aua (lem Grundgobiet oim*n buliebig sc.hmaleu, 
die Kurve K' umscMieliomlen Streifon hub uiul bezeiclnmt den 
Kest durch (S', ho kann man setzen 

f K (0, 2) cp H 2. d s a = ) K (0, 2) c/'„ 2. d f <•, 

^ (V 

und a liegt dein absoluten Betrage naeh unter einer (hum®, die 
mit der Breite des ausgeschloasonen Streifenn unondlioh abnimmt 
und von der Stelle 0 unabhangig ist. Hicraus folgt 

(i n -= s' +|(/? 0 /0,|a (0, 2)<p„ 2 . ds,j % 

,u (e 

wobei M f cine Grofle von derselben HesehalTenheit wit* a hedeutot. 
Hier konnen die Integrationen vertausehi warden, bo daU mao 

erhalt r r 

a n = a'+| d s a .<p«2.J /*(>. K (0, 2) d /„, 

(V ,u 

und da das Integral 

^fi).K((\2)dl u 

At 

den Charakter eines LinienpotentialB hat, nlno aln Funktion der 
Stelle 2 im ganzen Grundgebiet statig ist, bo kann man in dam 
letzten fur a n gegebenen Ausdruek G' dumb G orBotzen, olme 
dafi das Integral sich urn mehr ale omen I tot rag s" iindert, dor 
wiederum die Beschaffenheit der Grbfle i besitzt. So orhiilt man 
die Gleickung 

= \ + j </.sv<p„2. j/'t), A’(», 

is k 

oder, da s' und s ,f beliebig kleiri gemaeht wordon konnen, 

a n =|d s a . cp n 2 • J/'O. A'(0, 2)U /„ J<p„2. </»2 

a 

womit die ausgesprochene Behauptung howieHon ist. 

Genau in derselben Weise laBt Bteh dor ontHproehendo Naeh- 
weis fur die Reihe & fuhren, indem Audi bai Funktionen von 
der Art der GroBe d K/d M die Integrationen vertauncht warden 
konnen. 

Der Nutzen, den man aus den Funktionen <I> und (*) ziehen 
kann, wenn man allgemeinere Arten von Funktionen nach den 
Eigenfnnktionen entwickeln will, beruht auf folgendar Krwagung. 
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§ 45. 


F sei eine beliebige Funktion des Ortes im Grundgebiet, die an 
der Kurye St eine unstetige normale Ableitung besitzt, so daC 
die Gleichung 


( 1 ) 


dF dF 
dN ■+ dN f 


= -fo 


besteht. Die Funktion f O sei wie oben mit ibrer ersten Ab¬ 
leitung langs der Kurye ft stetig und verschwinde am Rande des 
Integrationsgebietes, wenn dieser von der Kurye ft erreicht wird. 
Im ubrigen erfiille die Funktion F die Bedingungen, unter denen 
man sie nacb. § 44 nacb den Eigenfunktionen entwickeln kann. 
Dann bat die Differenz F—0, die selbst stetig Ist, im ganzen 
Grundgebiet, aucb auf der Kurye ft, stetige erste Ableitungen 
und stiickweise stetige zweiter und dritter Ordnung und erfiillt 
ebenso wie die GroBen <0 und © die Randbedingungen der 
Greensehen Funktion. Mitbin sind fur die Differenz F — 0 


samtlicbe Bedingungen erfiillt, unter denen sie nacb § 44 auf die 
Fourierscbe Weise entwickelt werden kann. Da nun dasselbe, 
wie gezeigt, yon 0 gilt, so ist aucb die Funktion F in der ge- 
wiinscbten Weise entwickelbar; nur bleibt das Yerhalten der 
darstellenden Reibe in der Unstetigkeitslinie ft zweifelhaft. 

Man bat so gewissermaBen der quellenmaBigen Funktion 
F — 0 eine besondere, auf die Fourierscbe Weise entwickel¬ 
bar e Funktion 0 angefiigt, welcbe die gewiinscbte Singularity 
der ersten Ableitung bervorruft. 

In abnlicber Weise kann nun mittels der Funktion 0 aucb 
eine entwickelbare Funktion bergestellt werden, die selbst eine 
gegebene Unstetigkeit besitzt. Ware F in der Kurye ft unstetig, 
so daB die Gleicbung 
(2) Fi-F a =-f0 

bestebt und fO dieselben Eigenscbaften besitzt wie zuyor, so ware 
die Differenz F— 0 im Grundgebiet quellenmaBig darsteilbar, 
also auf die Fourierscbe Weise entwickelbar und dasselbe wiirde 
wie yon © so aucb yon der gegebenen Funktion F gelten, wenn 
diese aufierbalb der Kurye St uberall die Eigenscbaften der 
quellenmaBig on Funktion en besitzt. 

Da nun ferner in abnbcher Weise Unstetigkeiten, die u 
mebreren Kuryen St vorhanden sind, durcb Snbtraktion mehrerer 
entsprecbend gebildeter Ansdriicke oder & wegzuschaffen sind, 
so ist folgender Satz beyriesen: Die Fnnktion F sei m be- 

Eneser, Integralgleichungen- 2. Aufl. 13 
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S 4t». 

liebig vielen Kurvon die entwodor goscklossen sind 
oder das Grundgebiot von einom Randpunkte zum andoro n 
durchsotzen, sick gogonseitig aber nicht sekneiden, nn- 
stetig, so daC Gleichungon von dor Form (2) kostehon. 
In einem andcron System von Kurvon St\ das dieselbon 
Eigenschaften wio das System ,U aufwoiso, soion die 
normalen Ableitungon dor Funktion F unstotig, so dab 
(iloickungen von dor Form (1) best ok on. Aube rluilb d or 
Linien it’, $ kabo die Funktion F s loti go ersto Abloi- 
tungen und stfickweiso stetigo zwoiter and dritter Ord- 
nung, und sio orfulle die Randbodingung. Alsdann ist 
die Funktion F auf die Fouriorseko Woise naek den 
Eigenfunktionen entwiekolkar, woboi aber dor Wort 
der erkaltenon Itoihon in den Kurvon it und SV zwoifel- 
kaft bleibt. 

Mit diesem Satzo ist das Problem dor Ent,wick lung naek 
den Eigenfunktionen fiir die Fiillo erlodigt, in donen koine Rund- 
kurvon voriianden sind, wio z. R. fiir die in § 42 bokandolto 
Warmebewogung auf dor Kugoliliicke; dii* naek don erkaltenon 
Siitzen darstellbaren Funktiouon durfton fiir alio Anwondungou, 
die in der matkematisoken l'hysik vorkommtm, allgemein genug soin. 

§ 4(i. 

Anwendung des Weylschen Satzcs fiber Addition von Kerncn. 

Nackdem die G reonsohen Funktiouon als brauokbar un- 
stetige Kerne nachgowieson sind, kiinnen auok die Siitze ties § 2f> 
fiber Addition von Kerncn auf sio angowamlt wordon. 

Betraekten wir, um Restimmtos vor Augen zu haken, nur 
Greenscke Funktionen, die auf dor Randlinie ties Gruudgebiets 
verschwinden. Das urspriinglieke obene Grundgebiot (v entkalto 
in seinem Innern die voneinander getrennten Toilgobiote 
© 2 , ... 6 m . Fiir jedes von dieson, etwa fiir (5„, werde din Grcen- 
scke Funktion Gt v (0,1) konstruiort und ■= 0 gesetzt, sovvie min- 
destens eine der Stellon 0 und 1 aua dom Gebiot, korausfallt; 
& (0,1) sei die Greonscke Funktion des ganzon Gebiets G. 
Dann ist zuniicbst die Summe 
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§ 46. 

ein brauchbar unstetiger Kern, und seine Eigenwerte sind die 
Eigenwerte aller Kerne G v (0, 1), deren jeder auf das Grund- 
gebiet bezogen wird, znsammengenommen. In der Tat sei 

(1) 931 = 0.(C? x (0, 1)H-1- G»(0, l))ds 

(S 

eino Eigenfunktion des Kerns K 1 und liege die Stelle 1 z. B. im 
Gebiet © x ; dann versckwinden G 2 ( 0,1),... 6r m (0, 1) und man 
erlialt, da G\ in den Gebieten (S 2 , ... verschwindet, 

q) l = A j*go 0.6r x (0, l)ds = /l go 0.6r x (0,1) ds ; 

<p 1 und l sind also auck Eigenfunktion mid zugehoriger Eigen- 
wert des Korns G x im Grundgebiet (£ x , und umgokehrt leitet man 
aus der letzten Gleieliung leicht die Boziohung (1) ab, womit die 
Bohauptung betroffs der Eigenwerte des Kerns K l bewiesen ist. 
Wir wollen nun weiter zeigon, daB der Kern 

k 11 = a - (h — « 8 — — G m 
positiv definit ist; dann ist 

K K 1 +' K n = & 

und dor Satz des § 25 ergibt cine Beziolmng zwisehen don Eigen- 
worten dor Kerne G und K h Zu diesem Zwoek fiihren wir nock 
das Restgebiot (£ wl ^i ein, das iibrig bleibt, wenn aus dem 
Grundgebiet (■% die Teilgebiete G x , (S a ,... (8 m ausgeschioden werden, 
nennen G m ±i die zugehbrigo Green sell© Funktion und setzen 

Dann ist die GrdBo L auf dem Gebiet (S stetig, hat aber an den 
Randlinion der Gebiete unstotige Ableitungen; gehoren die 
Stollen 0 und 1 z. B, dem Gebiet ($ x an, so kann man ' 

L( 0, 1) =-= G(0, 1) — G\(G, 1) 

setzen und die Unstetigkeiten heben sick weg. Aus der Integral- 
gleickuug 

(2) 9 l = aJl( 0, l)?0.da 

i 

folgt aber, indem man naeh den Koordinaten der Stelle 1 diffe- 
renziert, dab die GrdCe 91 im Innern jedes Gebiets (£„ stetige 
Ableitungen besitzt, die nich bestimmten Grenzen annahern, wenn 
die Stelle 1 auf die Randlinie riickt; sind 0' und 1' die die Rand- 

13* 
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FiinftiT Alwolinitt. 


§ 4t>. 


linien durcldaufenden Stellen und JV<, JV a die boidou Normal- 
richt ungen, so ist 

dq> , 


( 3 ) 


dJSi 'diV« 


^ O' 


eine auf jecler liandlinio stetige Funktion dor Stalled O'; dio tan¬ 
gential langs der Randlinio genommeno Ableitung vorachwimiot 
wegen der Itandbedingung, aotsjt sieh also stetig beim Dureh- 
schreiten der Randlinio fort. 

Da ferner auf den Randlinien alle m j- 1 Funktionon (}» (O', 1) 
verschwinden, teils wegen der Itandbedingung der U reensehen 
Funktionen, teils weil die S telle O' sieb auberhalb dtm Uebietsl^, 
befindet, so gibt die Gleichung (2) 

(4) <f>V — l[(}(y, Q)cpQ.(l$. 

Sei nun 0“ die Gesamfcheit der Handlinicm der (Sobiete ($,,, in 
denen v— 1, 2, ...m ist; sei ferner dl' das mr Stelle O' ge- 
horige Bogenelement einor dieser Kurven; daim bat die GrbfSe 

®i = - ^J a (<>', i )i>o'.di\ 

(t 


wie in § 45 erwalmt, don Charakter eines Linionpoientialu, dosaon 
XJnstetigkeit durch dio Gleicliung 


«</>()' 'ri 00' 
'6 JVi i) N n 


to' 


gekennzeiclmet wird. Dio Differenz 0 - <p hat also an don 
Randlinien stotige Ahloitungen; uio erfullt forner dio Gleichung 

4(0 — (fi) rrz () 

und verschwindet ebonso wie 0 und <p auf dom Itando de$ Go- 
biets (5; man orhalt also aus dor Potontialthoorio dio Gloichung 
® = <p, d. b. 

(5) 9, 1 ^ _ 2 1 ^J a (O', 1) 0 (R. f/i'- 


Nennen wir nun (S„ die im positive!! Umlaufssinno duroh- 
laufene Randlinio des Gebiets <$„ fiir v 1, 2,... m, so dab ft 
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§ 46. 


sich aus alien Kurven zusammensetzt, so gibt die GauBsche 
Integraltransformation 


fKID+GJ)*]'— 


in letzterer. Gleichung ist benutzt, dah <p auf der Ilandlinie des 
Gesamtgel)iets ($ verschwindet. Addiert man diese Gleichungen, 
so folgt nach (H) 

fl / ri m\ 2 / 7) m\ 21 

(°) 


' /'d<py,(d<p- 

J UJ+U/ 


d> 


— I (pO 1 ,ij}0' .dV. 

I \ <' •« / \ ' ' ,7 / J J 

(* (S 

Diese Gloidiung kombinieren wir mit dorjenigen, dio sich 
ergibt, worm dor Wert (5) auf der redden Soite der Gleichung (4) 
eingesetzt wird; sotzt man 

t?»(o', 1') —J <! (o', 0) G(l', 0 )ds, 

so ergibt sich ^ 

<pi f ^ x \ a*({)\ y)ipo f .dV', 

fiihrt man diesen Wert in dio Gleichung (6) ein, indem man die 
Intcgrationsstello durch 1' bezcichnet, so folgt 

t? (£ 

Anderseits ergibt sich, indem man die Gleichung (5) quadriert, 

(9 0 s == f 1) (tW, '.dl'dy, 

6 (S 

und indem man liber integriert, 

J(<p 1 )* (l s, =J| G' 2 (0', 1') Xl> 0'. * 1 '. dV (Z7/; 

<* (5 « 

die (Hoichuug (7) kann also goschrieben warden 


w j[&)+(’»;)■] 


til s 




<is — x (<poyus-, 


jeder Eigenwert A, der zuin Kern L gehort, ist also positiv, der 
Kern L ist definit-positiv. 
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Kilni'tor AWlmitt. 


§ 4C>. 

Dassolbc gilt, wie naoh § 3(> von jedor Greensehen Kunktion, 
von (} m \-i als Kern <lo» GrundgebietH , t ; man kann a ben* nueh 
(5 als Grundgobiot betraohten, indem man den Kern auberhalh des 
Teilgobiets versehwindon liibt; dann bleihen die Kigenwerte 
dieselbon, xui(\G mi { kann auch als defmiGpositiver Kern im Grnnd- 
gebiet (£ golten. Zwei soldi© Kerne ergeben nun der II ilbertsehen 
Gtfundformel zufolgo auch als Hnmme einen positivMlefmiten Kern, 
1st namlieh die reehie Seite dinner Funnel fur irgend eineu Kern 
stets positiv, so kann keiri Kigenwert negntiv stun; ware A eiu 
soldier uiul yx in der Ilezeiehnung den § 22 die zugehbrige 
Eigenfunktion, ho brauchte man in dor HilborUehen Fennel 
nur fx — (px m sotzen, um reehts den negativen Wert 1 A 
zu eiiialton. Somit ist auch der Kern K tl * Ij | (i m u 
definit-positiv. 

Eriimern wir uns jetzt der (lleielmng K ~ : K l | K n Bowie 
dessen, was oben iiber die Kigenwerte der Kerne K und K l fest- 
gestel.lt 1st, ho fiihrt der Satz des § 25 zu folgendem Krgebnis. 
Scheidot man aus einem (irundgebiet (\ die voneinandor 
getrennten im Innern von (v liegenden Toilgebie to 
(S 2 , ... K m aus, und nennt Kigenwerte jedes dieser Gehiete 
diejenigon, die die zugohdrige am Rande versehwindoudo 
Greenscbe Funktion als Korn ergibt, bo liegen untor 
einer beliobigen Rchranke mindestens ho viele Kigon- 
werte des Gobiets K, wie Kigenwerte der Gebiete 
© 2 , ... Km zusammengenommen. 

Oder, pliysikaliseh ausgedriiekt: Rehnoidet man ann einer 
Membran beliebig viele Teilmombranen heraus, ho bloiben mit 
ihrer Seliwingungszahl enter einer beliebig gowiihlten positive** 
Schranke mindestons so viele Kigontbne den* Membran, wie Kigen- 
tone aller Teilmombranen zusammengenommen. Kin Sonderfall 
ist der Satz, dab bei Verkleinerung oiner Membran der tiefste 
Eigenton seine Sekwingungszahl nicht vorkloinert. 


Sechster Abschnitt. 


Funktionentheoretische Methoden. 


§ 47. 

Thermoelastische Erscheinungen an geraden Staben. 


Nimmt man bei der Warmeleitung in einem geraden Stabe, 
der sich von x = 0 bis x = 1 erstrecke, auf die Yerzerrung 
Riieksicht, bezeicbnet durch v die Langsverschiebung irgend eines 
Punktes des Stabes, durch u die Temperatur desselben, durch t 
die Zeit, so gelten nach Duhamel und Franz Neumann die 
Gleichungen 


(i) 


()u _ 2 0 2 u , a d 2 v 
dt ” a dx*~~ b dx df 


0 d 2 v du 
ox 2 ^ dx 


= 0; 


a, 6, c, p sind bei kleinen Yerschiebungen Konstante. Die erste 
Gleichung sagt aus, daB die zeitliche Anderung der Dilatation 
dv/dx die Temperatur beeinfluBt; die zweite, daB die elastische 
Kraft d 2 v/dx 2 dem WarmefluB proportional ist. Sind die Enden 
des Stabes frei oder werden sie featgehalten, so hat man die eine 
oder andere der Randbedingungen 


fiir u hat man dieselben Randbedingungen wie im ersten und 
vierten Abschnitt. 

Wir nehmen im besonderen an, die Enden des Stabes seien 
fest und werden auf der Temperatur 0 gehalten: 

( 2 ) v | 0 ’ 1 = 0 , tt | 0 ’ 1 = 0 ; 

setzen wir noch k 2 = a 2 e 2 /(c 2 -\- jp& 2 ), so erfiillen wir die Glei¬ 
chungen (1) sowie die Randbedingungen (2) durch den Ansatz 

u = e~~ a2] ^ t (px, v — e~‘ a2 ^ t 0x 
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Sidelinin' Aiwhnitt. 


$ 47. 


mit den Gleiolmngon 

— a*k*(px == a*y"x\- c-'<P"x pqi'x • 0 , 

90 = ^1 -<Pi) — <P 1 — 0 . 

Aus diesen folgt, indem man die ersto bestimmt, die zweito un- 
bestimmt integriert, 

1 

— a 2 7c a j" 9 (.-/:)dx = a- ( 9 ' 1 ■ g>'0), <:»</>';/• ■ < a, P'o | ptpx, 

0 

und indem man die ©rate (lloichung noehmals benutzt und 
= (— 1 + a‘ i /fc a )"“ l = (P/b*]> setzfc, 

(p ff x + cL^cpx “ — ^ (9' l — 9'0)> 90 9 1 ■ 0. 

Eine Besonderung bestoho dariu, datt dor ganzo Zustand zur 
Mitte des Stabes symmetrisch aei, also (px * 9(1 -a’); daim 
folgt 9 ' 1 ~ — 9 '(), 9 ' J / 2 = 0; nur die Ktroeke von ./• * • - 0 bis x 
= i / 2 braucht betraehtet zu worden und fiir sie ale (Jrundgebiot 
erhalt man die Randwerfcaufgabe 

2 l 

( 3 ) 9 " x -|- 0 C 1 9 x = ^ <p ( 0 , 9 O — 9 ' t) * 0 . 

Dies© Gloichungen bostimmen cpx bis auf einen willkiirliehou kon- 
stanten Faktor in der Form 

«f/ s . 

(px = 1 — cos ccx 4 0 Hm«/ t 

und die Randbedingung (p >l \ 2 ™ 0 ergibt die (Jloiehtmg 

/iN . oc 1 « 

(4) sm | tar/”cos ’ 0, 

Z Z Z 

deren positive Wurzeln scion, und fiir a gesotzt <px in tp n x 
iiberfuhren mogen. 

Die Temporatur kann auf dem Grundgebiet in cier Form 

a n e w (p n x 

» 

angesetzt werdon, wobei a n konstante Werte Hind, und urn fiir 
t =3 0 einen gogebenen Anfaugszustaml zu orhaltwn, ist. auf dem 
Grundgebiot die Gleichung 

( 5 ) Fx — ((,„$„ x 

n 

zu erfiillen. Nun sind aber die Funktionon <p H z koineswegs unter- 
einander orthogonal, so dab die gewblmlicho Fouriorselio Koeffi- 
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zientenbestimmung versagt. Man erhiilt einen Ersatz, wenn es 
gelingt, Funktionen ip n x m linden, die mit den rp„x zusammen 
ein biorthogonales System bilden; d. h. daC die Gleichungen 

j" <Pn X - 4’mX , (l X r~ 0, Hi =fz n 

golton, wenn iiber das Urundgebiot intogriert wird. Das System 
heiCt normiort, wenn die Gloichungen 

golton; dor Ansatz (fi) orgibt dann zuniichst als walirscheinlich 
die (ileichung f 

/' ,r , i(> u .r. l! x «„. 

Seiche Funktionen tj’n ■>' findot man in unsorom Fallc, indem 
man eine Difforentialgloichung anset/.t, die sicli mogliohst erfolg- 
reicli mit dm* (Ileichung (3) dureli die (5 reensoho Operation ver- 
binden liiBt, etwa 

((i) _ *P ,, + ft*4> = 0, 

aus <ler sich orgibt 

Oa ( _ "a 

(7) (ft* — u*) I q> 4’tlx | (f i<’ ■■((>'tj') ~~~ <p'<) j 4’X. tlx 

J » ( J~ J 

0 0 

odor, nach don Kanflbodingungtm (H), 

*,3 ^ ’*3 

((P ,,,,. a tJ ) J (p 4' d x | cp I * t f tj — (p f 0 J */» 0 j ^ J 4* x . d x | (). 

(I 0 

Jetzt untorworfe man f aolchen Kandbedingungen, daB alls Glieder 
aufier dem uraten wegfalkm, also 

2 f 2 

(8) rp'l *.rr 0, 4* 0 | ^ J 0; 

0 

die Gleiehung ((>) orgibt dann bis auf einen von x unabhangigen 

Faktor h h 

tl>x =; am ft (x — ^), win ^ $/D/*cos 1 = 0. 

Die letzto (ileichung stimmt mit dor (ileichung (4) uberein, 
deren positive Wurzeln «„ Rind; man kann also « — -t ft = +a M 
setzen, und lindet, wenn a„ qfc a m , die gewiinschto (Ileichung 


u 


4 > m x.dx = 0, 
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und da der Grofio 4>, olmo dio besproehenon Kigenschafton zu 
schadigen, ein konstanter Fnktor beigofiigt warden kaim, darf 
aucb normiert werden, so dab 


•/a 

q> n x.ij> n x.dx 


Die Gloichung (7) zeigt fern or, wio cine (»rocnnohe Funktion 
unseres Grundgebiets gobildet werden kann, dio ala unsymmetri- 
scber Kern einer Intogralgleiebung dient, derail Figenfunktionon 
(p n x sind. Wir setzen G — G (.r,£), (!' = dG/dx und nohraen an, 
indem wir G den fur 4> fostgeaotzten ftandbedingnngen untor- 
werfen, ( 'a 

G" + q»G = 0, O' (*,$) = 0, G(0J) -|- I = 0, 

(9) ' i 

G’Q-O, £)-G"(H <>,$)= 1. 

Die Groonaclie Operation ergibt, indem man die (iloielumgcm (B) 
heranzieht, die Gleiolmng (7), in der iff und (f durch U und q 
ersetzt Bind und ein von der IhiBtetigkeit der GrbIJo (V her- 
riihrendes Gliecl ersehoint: 


0> a — a%) Up x. 0 (>, £)<l x ■ <px . (f* 0\ I) “ 0, 

J 5 H> 

0 *.'a 

<Pn | == (0Cn — Q*) j <p fl X * 0 (X, £) <1X . 

0 

Ebenso leicht erbiilt man oino Groonaohe Funktion A'(ir, (), die 
fur die Funktionen 4>„ ontsprcohendoH leistet; man aetzt fur sie 
die fur die GrotSen <p goltoude Difforentialgleichung mit den Kand- 
bedingungen, also die Gloichungon (It) an: 


(10) K"(x,£) + q>K( X ,Z) 


K 1 /v(0,|) = A"a,|) : ==0; 


auberdem verlangt man die Unstetigkeit 

Durch Greensche Kombination der Gloichungon (10) und (6) 
ergibt sich. wiederum die Glcichung (7), in der <p durch K eraetzt 
ist und ein von der Unstetigkeit herruhrendea Glied hinzutritt: 

(p* — /J»)Jta^A(x, £)(*.« + 4 >£ — 0, 
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47. 


vomit, woiui fi «„ uml iff = ip„ gosotzt wil'd, die Integral- 
gleic.hting fiir i/•„ horgostolU ist. 

Foraer luma man nodi <lio (ileiohungen ( 0 ) and ( 10 ), in deren 
letztor £ durch >/ orsot/.t wenlo, in der Cireenschon Weise kom- 
bininron; man orliiilt die (Ueichung 

I ( < (•*', b) K' (•<■, >l) .- <''U, £) A'(j:, i?) 11 ^ ° 


*-o 

•> + 0 


4 | <I (.r, $) K'(.r, y) — <l'(.r, £) K (.r, tj) | "* . , * JC'(0, Jf/(.r, 


umi <la wogen der Hnudbodingungon (SI), (10) alio (lliedor weg- 
fallon aulJiT don von dor Dusted,igkcut herruhraukm, folgt schlioBlich 

^'(S» »/) <> Oh I) = A'(t, S) ~™ (!(£, »)■ 

Die Kunktionon don biori,hogonalon Systems sind also 
LoHungon dor Intogralgloiohnngon 


I'.j 

tpn b r “" fan Q* ) | ^ * i: f \ te) tpn^' * d X 7 

( 11 ) 

tf'n b ■fan ' i* J ) | G (le>> %) * dj } 

<? 

die mit gemoinHamam, inisy mmotriHchem Kern gebildet 

Bin d. 

Dafj aueh umgekehrt jedee LdBungBsyHtom dieser Intogral- 
gleiehungan ein Vmir tier defmierten CJrolkn qi ny licfert, erkennt 
man, indem man aligomein die (irbfien 


Fx 


l 3 V* 

JV/ (j\ a)fa.d<Px = j Gfa 1 x) fa. dci) 


quellenmiiBige Kunktionen erster und zweiter Art, wie wir sie 
nennen, wie bei nymmetriHchen Kenien untersucht. Man findet 
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sofort aus den Unatetigkeiten der Greensehcn Funktion, d. h. aus 
den Gleichungen (9) und (10) 


F"x 


'/2 ,2 

-fx-\-^ G" (x, «)/'«. (/ a, F' 0 = j a,)fK. d a, 


(12) F"x +• q»Ft— F 1 0 FO tr F} s - 0, 


0"x = 


■f x +\ d>( £ 3r) f«- iiu ' 

0 

V;i 

(13) 0"a; + = — fx, 0'J == 0, 00 ( ^ J d>*.d,f := 0. 


1st q* von alien Werten oc% verschiodtm, und ist f.r gegoben, so 
sind durch dieso Gleichungen die GrbBon F und <P eindeutig fest- 
gelegt; dcnn die Different zweier GrbtSon F %. B. wiirde cine 
Ldsung dor Gleichungen 

2 

<p"x -j- p 9 <px — * <p r 0, <jpO = (f) 1 1 ■ 0 

ergeben, die nur existiert, wenn p a r~- Jodo Funktion F,v also, 
die mit ihren ersten beiden Ableitungen stotig ist, kann, wenn 
sie die Grenzbedingungen 

FO = F'\ := 0 

erfiillt, ala quellemnabige Funktion orator Art dargostollt werdon; 
ebenso ala solche zwoiter Art jede Funktion 0x, fur die 

l h 

0 'i = 0, 00 + 2 f 0 x. dx — 0, 

{/ J 

(i 


und dieselben Stetigkoitseigenscliaften wie fur Fx gofordert worden. 
Man iiberaiebt loicht, dab die GrciCon F" x und O" x auf dor 
Strecke von 0 bis 1 / 3 nur atuckweiso atotig zu aein brauchon, wobei 
dann auch fx stiickweise stetig ausfallen wiirde. 

Jetzt aeien i\ 0 ein Lbaungspaar dor Integralgloicbungen 


(14) 


Fx — L 


[2 0 

(r(x,u)Fu.du, Ox r= fG'(«,.r)0a.oi« 


0 


0 
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§ 47. 


dann ist Fx in erster, <I> x in zweiter Art quellenmaBig dargestellt 
und fx ist ini erston Falle (lurch l n F, im zweiten durch X n & zu 
ersotzon. Die Ihiziehungen (12) und (13) ergeben demnach 

Ji" -|~ (2„ • | p 2 ) /< = /'' 0, ( t>" (2„ -)- p 2 ) CP = 0 

nobst dcu (lort angofiihrten Itandgloichungon; man muB also nach 
den an die (ileicliungeii (3) und (6) gekniipften Bemerkungen 
1 (> 9 — «*, Fr <p n x, 0x — i \> n x 

setzen, wobei in <p, t und 4> n cin konstauter Faktor willkiirlich 
bleiht. Dio Integrnlgleiehungen (14) liabon also jedem Kigenwert 
l n ontHprochoml nur oin oinzigos, bis auf einen konstanten Faktor 
bestimintoH Limutigssystem I<\ <I>. 

Kndlich kombinieron wir (lurch die (iroonacbo Operation, 
iiuloni wir (f, fiir (! und, wonn p (lurch a orsetzt wird, K„ fur 
K schroihon, dio (Ileicliungeii 

( £) \- Q % D' e (a’, £) — 0 , 

A7 (At) 1 ^ A'i(0, J), 

und boriickKiehtigen dio Handgleichungen dor GrtiBen und 
AV, dnnn orgiht sicli 

r :! r s 

( K„ (i; - I<n(i,_)dx h (Q*-<3*)\a LI K n dx = 0 

5 o 


•und hierauB 


A'„(.r, n)(" L , (,r, £) — K>]) <7,,(.r, £)| | 


$ -0 
*+o 


d | (A n) (} h 0’i I) ~ A «(a?, >]) U-q (#, £)] | ^ + ^ 
f ’ 3 

•f ((> 9 <(") j 0’,,(r, |) A'* (.r, t?)(Ar — 0, 

Cl 

odor wogen dor Unstotigkeiton dor GrbBon G" und A'' 

A'„«, >l) t) f fa* “ <**)jtf*(*» *)*»(*. V)dx = 0, 

0 


odor endlich, da A'(.r, i/) = 0’(;i/, a:), in leicht geanderter Bezeichnung 

f 3 

(15) (l„(s, (/) • - 0' t ,(a:,»/) + (<?* — fl a )J G 0 (a, y)(h{x , «)^« == 0; 

0 

das ist die liesolvente der allgemeinen Theorie. 
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§ 48. 

Die funkfionentheoretische Methode. 

Der greifbare Ausdruck dor fireensohon Funkiion J\ v (*r, £) 
ist aus den Gleiclmngen 

Ke + K e (0, I), A’(0, £) = A'' & £) 0 

leicht abzuleiten; man mufi mit konstanten /!, 7f, ... fiir don Fall 
x <C I etwa setzen 

A ^(/, |) — J cos p# -f if sin pa: | A 1 , 
fiir $ > f ebon so 

ir e (,r, |) =: (j cos q x 4 - I) sin p x 4 ■ 
und erbalt, da 0 <C £ < I ist, 

E = .A+Kr=0, 
q 2 {> 

(l) A 4 ~ 0, — Gain f | I) coa f - 0. 

v J (fQ 2 2 

Fern or ergibt die Stctigkeit dor Grotto K L , und die Unstetig- 
keit der Grotte K' Q an dor Stcllo x £ 

(A ■— C) cos p | + (// — /)) sin p | - 0, 

— A sin p | 4* cos p | + Gain p | - - 1) cos p | : - * ; 

sielit man in diesen beidon und den Gleichungen (1) die Grotten 
A , J?, 6\ J) als TJnbekamito an, so ist die Dotorminanto dor 
Kocffizicnton 



0 

1 

'/ J (> 

0 

0 

J = 

0 

0 

. p 

8111 2 

cos * , 


cos p£ sin p | 

— COS p £ 

— sin (> £ 


— sin p | cos p 1 

wn qI 

— cos (> £ , 


1 ? 

<l 2 Q 

0 

0 1 

z/ = 

. Q 

— sm ^ 

Jl 

p 

cos ; 

J 

. Q 

~ sm 

JL 

0 

cos * 


0 

0 

— cos (> £ 

— sin (>£' 


0 

0 

sin () £ 

• ~ cos y £ . 

= 1 

9.2.0 
cos -- + sm , 

2 q*Q 2’ 
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§ 48. 

und die Unbekannten haben die Werte 

A=s -pj& coa eG-S ) ’ 

* JB= ^ cob q(\-£), 

6,= ^ cos l( sin ^-^ ( > COS ^)’ 

J) = 4 sin 2( Ri,1 ^-^ C0S ^> 

Man orlmlt so fiir den Fall x <; 5 den Ausdruck 
K e (.r, £) == (fi ^ f | - 2 cos (. Q - |) (_ 1 \- cos q x) 

+ f/ a (M:osp(i —g)sinv.r|, 

also cine gorade moromorpbo Funktion von q. Fiihren wir statt 
dor trigonomotrischen Fxponentialgrbfion ein, so erscheinen im 
Ziihler Glioder von dor Form e>'s\ q eve\ in denen 

+ r~| — £, ' , j' = (2— D+x 

soin kann; da f— x zwiscbon 0 und J und £ -|- x zwischen 0 und 
1 liegt, bat man stots dio Ungleiobting 

( 2 ) 

dio GrbBe q h u [r, £), auf dio os ankommen wird, setzt sich also 
zusammon aus Hummanden wio 

_ cvn' 1 1> _ cre» 

*1 ’ q “ qJ ] 

init Faktoron, dio von q, x und | unabhiingig sind; daboi ist 

2 <1 = *hei (1 f 2 A + e -ibei( L_ 2 \ 

\ q 1 qij \ q»qtj 

“‘"“O i+ I> 

wobei das violdoutigo Zoiohen W wio immor cine GrbBe bedeutet, 
deren absoluter Wert unter einer von q unabhangigen Scbranke 
liegt, wie groB auob | q | gonommon worde. Man kann also setzen 

(Jl) /' = e ’ yQi 2 -f* 

•7 \ q 

und dabei ist naob ( 2 ) 

W l) l '1“ Y 5s *• 


^ ^( l / 2 + >')&» 

4 -1 + 


W' 
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§ 48. 


Dies alles gilt aber auch fur den Fall x dann zeigt der 


Ausdruck 
K q {x, £) = 


(q*Q sin q£ — 2 cos q £) cos q — x) + 2 cos q (f — £) 


dai3 die GroGe £) sich wiederum aus Ausdriicken F und P/q 

zusammensetzt, wobei fiir +y die Werte 

i-l, i-s + i 

auftreten, die wieder die Ungleichung (2) erfiillen, da jetzt x — £ 
nicht negativ ist. 

In beiden Fallen # Sg; £ erreicht iibrigens die GroGe y die 
Grenzen der sie umfassenden Strecke nur, wenn £ = 0 oder x 
= |; bleiben also |£| und — iiber festen Schranken, so gilt 
eine Ungleichung 

(5) £ i ^ i ■+" V ^ 1 

in der und s 2 feste positive Werte sind. 

Hier wird nun die elementare Tatsache aus der Funktionen- 
theorie wichtig, daJB die Funktion , 

^_ e c * _ e -d-c)z 

z ~ eM-T ” TT^ 5 


wenn 0 <J c 1 ist, in der ganzen Ebene der komplexen GroGe 0 
dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen von c unab- 
hangigen Schranke verbleibt, sobald man die Pole 0 = {l + 2n)iti 
mit beliebigen einander nicht schneidenden Kreisen, die wir f 
nennen, umschlossen und diese Kreisflachen ausgeschlossen hat. 
Das ist leicht einzusehen, wenn man 0 = x + yi, x und y reell 
setzt und beachtet, daG in jedem Streifen — b O <C + b die 
Ungleichung | e cz | < e hc <> e h 

gilt, die GroGe 11/(1 + e*) | aber wegen der Periodizitat unter 
einer von c unabhangigen Schranke liegt, und dafi in den Ge- 
bieten # x — b beziehentlich die Ungleichungen 


( 6 ) 

(?) 


(>C2 gCX g— (1— c)x g—6(l — c) 

e* + 1 — e^T = — 1 — e~ b1 


e C2 


e*+ 1 


-be 


p—be 


gelten. Man kann daher unendlich viele Kurven zeichnen, die 
auGerhalb der Kreise l verlaufen und bei wachsenden Werten 
von n beliebig viele der Pole 0 = l^r 2 nxei umfassen und auf 
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denen die GroJBe | Z | unter einer yon n und c unabhangigen 
Sobranke verbleibt. Wir wablen die Kurven so, dab der 
kleinste auf ilmen erreiclite Wert von \z\ mit wachsenden Werten 
von n unemllich zunimmt, dab ferner jede Kurve in sicb iiber- 
gelit, wenn man x mit —x oder y mit — y vertauscbt. 

Setzt man fiir die Zahl <•■ eine Ungleichung 


(S) — 

an, in der /•, and i- % positive Werte sind, so kiinnen die Scliranken (6) 
und (7) duroh passendo Wahl von h unabhangig von c unter be- 
liebig kloin gegobono Werte herabgodriickt werden; ist dies ge- 
sohehon, so kann man in der Iteilio der Kurven so wait gehen, 
dab iibor den in den Parallelstreifen — b < x <C + b hinein- 
reiehenden Ikigen, die man aucli bei don festgesetzton Symmetrien 
duroh Kreishiigen um don Mittelpunkt e — 0 orsetzcn kann, oin 
boliebig ldeiner Zentriwinkel steht. Diese Bbgen liefern also zu 
dom Integral r Zdz f ^ dz 

)* — t~ J i."T 

M i —* - 


<la dz/zi das Differential des Zentriwinkels ist, bei beliebigem 
festem Wert von £ omen boliebig Women Beitrag, nnd zwar, da 
\Z\ in clem angegebenen Sinne beschrankt ist, unabhangig von c. 
Aufierhalb des Parallelstreifens iiegt, abor | Z\ unter don Schrankon 
(0), (7); also folgt 


DO 


lim 

n >*< 




fil'S 

' + 


dz 
1 z —S 


0 , 


und zwar gleichmaBig fiir all© Werte c im Gebiet (8). Dae gilt 
nicht mehr, wenn e — 0 oder a ~ 1 gosetzt wird, nnd bier zeigen 
die Formeln eine bemerkenHwerte Ilnstetigkeit. 

Jetet wercle z ~~ p / gesetzt, wodureh jede der Kurven ! nnd 
Xl n in eine Kurve f' und Uh in der Kbone der komplexen GroBe 
{> iiborgehe. Sobald claim der absolute Betrag eines Pols der 
Greenschen Funktion (l Q hinreichend groB ist, liegt derselbe im 
Innern eines Kreises f; sind dock dies© Pole duroh die Gleichung 


*/ -o, 


c> . 2 . 

cos ; -F rt sin 

2 


9 

2 


= 0 


bestiinmt, so daB bei groBen Werten von q annahernd 


oos * = 0, p = 4- 2 n sr 4- 7t 


K tumor, n*tttnrttinaidhu«n©n. ill. Autl. 


14 
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gesetzt werden kann. Die Kurven $C n umfassen daher bei wacbsen- 
den Werten von n jede gegebene Menge von Polen der Green- 
scben Funktion G s Oder Nullstellen der ganzen Ennktion A. Und 
nun sieht man leicht, daC anch die Grofie ere*14 auf den Kurven 
g' n bescbrankt bleibt, d. h. absoiut unter einer von n unab- 
hangigen Scbranke liegt. Sebreibt man namlicb nocb fur die 
oben eingefiihrte GroCe P den Ausdruck 

pygi / ?P*\ e ( 1 /2 + ?')£i 1 

p =- z -= 2 \ 1 

qr ' 1 ~ Q 

® ~~ 1 +• e& 1 ' 

so ist die GroJ3e (1 4- mithin auck 0 auf den Kurven §c' n 

bescbrankt; auf diesen kann also 0 auch durcb W bezeicimet 
und im ganzen geschrieben werden 

e ygi / W\ eWz+’rtQ* 

p = T = 2 V 1 + JJ "T+W ‘ 

Der letzte Bruchfaktor dieses Ausdrncks ist aber, da die Zahl 
i nach (4) der Strecke von 0 bis 1 angehort, genan yon 
der soeben betracbteten Form e ez /(l -f t*\ also wiederum auf den 
Kurven ffin bescbrankt, und die Schranken sind von c, also von 
y, x und £ unabhangig. In diesem Sinne ist also die GrdJBe JP 
und um so mehr die Grdbe P/p bescbrankt, mithin aucb die 
Grofie p G-q (#, §), die sich aus endlicb vielen Summanden wie JP 
und P/q zusammensetzt. 

Wenn nun iiberbaupt eine meromorphe Funktion fp die 
Eigenscbaft bat, daJB das Produkt q .f q auf unendlick anschwellenden 
Kurven wie bescbrankt bleibt und <5 von alien a n verscbieden 
ist, so gilt offenbar die Gleicbung 

(10) lim [= lim [ 111 ?..= o, 

« = oo , Q & n — co J Q P 

und wenn a n die Pole der Funktion f p sind, in deren Umgebung 
die Entwicklung / i \ 

gilt, wobei © w ein Polynom obne konstantes Glied und ^„ eine. 
Potenzreibe bedeutet, so bat die ebenfalls meromorphe Funktion 
fp/(p — 6) an der Stelle p = a n das Residuum 
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§ 48 . 


liegen also die Pole a v innerhalb einer Kurve so ist 


— a v r 


und die Gleichung (10) gibt die Cauchysche Teilbruchentwicklung 
f Q — 'J>' ©« ( 1 ) = lim V©„ (■ 1 ), 

„ — «»/ » = 'V— U v/ 

in der die Summationsfolge in gewissem Sinne bestimmt ist. Ist 
z. B. f q eine gerade Funktion und sind die Pole reell und ein- 
fach, so liegen zwci entgegengesetzte von ihnen immer innerhalb 
derselben Kurven R'i, die ja bezliglieh der Aclisen symmetrisch 
gewahlt sind, und die zugeliorigcn Polynome @ geben eine Summe 
M M _ 2 M a m 
q — a p a q* — a 

sind cc n die positiven Pole und 2i n von q unabhangige GroJBen, 
so erhalt man also eine Teilbruchentwicklung 

c n _ X 1 ^ 

im besonderen n 

w V a n 


und da die Schrankon der Grofie q (r L > (.r, £) von x und £ unab- 
hiingig sind, konvergiert diese Roihe ebenso wio der Grenz- 
iibergang (10) in x und ^gleichmaBig, solange eine der beiden 
Voraussetzungen x £ und x £ festgehalten wird. 

Dio Uosiduon Jt n bestimmon sich leicht aus der Resolvent© 
§47 (15). Hetzt man in dieser, wie offonbar moglich, 

(11) . +!)<’,(.r, :V ), 

wobei an der Stoll© q " a x in q reguliir ist, so ergibt sich 
G a V ) (#7 */) ((^ M *) (#7 ?/) 

+ (p 2 —• (P) j | Hi («, y) +■ (p- — ocf) 9 t e (a , ?/)] G a {x, cc) doc = 0, 

0 

also wetm man q ~ oc x setzt und dann q fur 6 schreibt, 

t’ 2 

It 1 (z, y) ~ («1 2 — <? 3 ) j (r e (x, a) li^ («, y) d oc; 

0 

14 ^ 






ebenao ergibt dor Kmtili 

/.•.I,-.,, 

ii " « ' 

indem mao <? «» #«*t/t, «It^ 

//»(•<•«jr) ■ • • <«■ <* ' ! '* o H, i •, 

I){IH UHHUtmim //,! <,"Hull! ;*!■<, »i I Uiilil ,(# Vli ; ill** Integral- 
gloic'htmg tier hmkltutt i, * .») I ?/ dmjeidga dor 

Fnnktitm <p,f. i*» jtttjt tHi. l. i. .1*- .. I> i, tn U-'ii n Imogen nttr 

je ciutt In# ttttf omen Un»» mi.n I »;,» ,* ,‘unfit*’ 

da ferner fllr «, «ff«*nbir ]*■■!>• »>.*.,m— n 

folgt, wentt e„ K»»n«ittt*t»* «i>4 

/*, < t, 7‘ „ •; f . , / 

Sind turn dio Ftmktimn n u , *, , 1^*4 III H t !, ,ll 4-lfi 

I 1 

| f « «■ r. « */ <* I, 

* 

so ergibt die UMclmnn tilt «d»t 

# ? / , 'i *1 * ' V 4 

?if ii « V! t 

m* ri * 

tftdiiitt Willi mil |*| y tiiiiSlijiliris rl hii 4 yn»l ittfs tfiUigfil* 

gliialiimg tlttr Fitnktiuu t V i^-i* 41 au \mun\n, 

**< J *'* ! m f * " 1/ ' \ 'M i tjt} % < n d *#, 

$ 

ftlio, indent mat* t* «, »*>{•!, . I nllgouitiiit 

'*# t> It,. I ■, 7 i •, , </ t,. 

Dftittit i«t fllr den u K* ri. d U, h) <li» 

bilinear* Kernel j 

«*<*,#) . V % "' *»' v V v >- * •»«*’' , 

T* *•- " 7 * V' j 

bavieten; die kuavnrgtert tm (nundg* I.m . ww*h Wd«t ! 
_ “® tt * u ®di # gleiehniittig, man ntif einrr ia j 

Urtmdpbiot sUdtgitn twi«*r an* I* m«* *><n. (,*«>!».> >u !i^**n iuuktMB j 
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§ 48. 


fx und integriert, so erhalt man die allgemeinste quellenmahige 
Funktion zweiter Art nach den Eigenfunktionen <p n entwickelt: 

i / 2 i j 2 




■ G (x, y) fx . 


dx 


■V l 


fx.Tp n X.dx 


Oder auch 




wobei aus den Integralgleichungen § 47 (11) leicht folgt 

r ' 2 

a n , = 0 x .jp n x.(lx, 

0 

wie es nach § 47 gewiinsckt wird. 

Um die bilineare Reihe auch als gliedweise differenzierbar 
nachzuweisen, beachten wir, daB die GriSfien dG L >(r,y)/dx and 
0 G- q (r-r;, y) : 'dy aus Gliodern derselben Form bestehen wie q G q (x, y), 
also aus Gliedern wie P und P/q. In der Gleichung 
C Pd Q _ k) f r W + 

(L + ^)(p-^) + J 


J Q 


q(q — 6) 1 + e® 1 


verschwindet das zweite Gliod rechts, wie friiher, wenn n unend- 
lich anwiichst, das erste aber nach (10) nur, wenn die GroJBe 
\/ 2 -(~ V von 0 und 1 feste Mindestabstande wahrt; das erfordert 
nach den an die Ungleichung (5) gekniipften Bemerkungen, dafi 
die Grolien | £ | und | x — £ | uber fasten, wenn auch beliebig klein 
festgelegten Schranken verbleiben. Unter dieser Voraussetzung 
ergibt die Gleichung (9) den gleichmafiig konvergenten Grenz- 
ubergang f Pdg 

Q—0 


lim 


0, 


und diese Gleichung bloibt gultig, wenn man P durch P/q 
ersetzt, schon wegen der Beschriinktheit dor Grobe P auf den 
Kurven Sf n . Damit wird klar, dab man fiir f q in der Cauchy- 
schen Toilbruchentwicklung auch 8 Q- e /dx und 8 0^/81 schreiben 
darf, dab man also diese Groben in Teilbruchreihen von der E'orm 

a«“" 

entwickeln kann, die aber in x und £ gleichmabig nur unter der 
angegebenen Bedingung konvergieren. Dab dabei 

Ji n (a?, £) = <pn £ . ifrnX, -R» i) =z £ • tyn & 


fi ^ 


•sri ®(£i b) 
— <?* 
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$ 4$». 

wird, ist aus der Integrierbarkeit dioscr Ileiheu nach und £ 
leicht m iibersohen. 

Mit Rucksickt auf die Unstetigkeit der GroBon (i[ t und 
d(r L Jdt; sowie auf den oben in §47 festgelogtcm Umfang des 
Begriffs der quollenmaCigon Funktion lcitet man jotzt nach der 
Method© des § 30 ab, d&fi jode mit ihren ersten beiden 
Ableitungen auf dom Grundgebiet stuckwaise stetige 
Funktion Fx, die die Gleichungou r— b 1 \ 0 orfiillt, 

nach den Eigenfunktionon tp n x auf die abgoanderte 
Fouriersche Weise ontwickelt warden lcann. 

Akuliches gilt fur die Entwicklung nach den Ftmkiionon </•„ ;r, 
wobei aber an den Fmden des (Irundgebiets atwas andere Be- 
dingungen zn orfiillen aind. 


§ 49. 

Die Sturm-Liouvillesche Aufgabe im komplexen Gebiet 

Sei, wio im viorten Abschnitt, das Sturm-Liouvillesche 
Problem, indem wir uns auf cine besondore Art von Randbedin- 
gungen beschriinkcn, durch die Gleichungen 

V <u 

“ ; -Ki-/or --0, v ,, 0 

ausgedriickt, wobei nun aber L auch komplex win inbge, was 
auch bei Anwendungen bisweilen gofordort wird. Dana versagt 
die Theorie des dritten Almchnitts, da sie wesontlich auf roelle 
Verhaltnisse zugeschnitton ist; dagegen bleibt <lio funktiononthoo- 
retische Metbode der letzten Paragraplion orfolgroich. 

Wir begiimon mit einer allgemeinen Bomerkung. Wenn die 
GroBen P, Q in dor Differontialgleiehung 

y" + Pi/' 4- QH ~ 0 

einen komplexen Parameter q euthalten und in oinom gewisson 
Gebiet © desselben regulare Funktioncn von p sind, wiihrend x 
etwa die Strecke von 0 bis 1 durcbliiuft, so ist auch jedes Integral, 
das an der Stelle x — 0 auf eine von p uuabhangige Weise fest- 
gelegt ist, im Gebiet © eine regulare Funktion von p. Seien 
etwa y und y' an der Stelle x = 0 gegebenen, von p unab- 
bangigen Werten gleich, dann folgt das Behauptote daraus, dafl 
das Integral nach der Metbode der stufenweise fortschreitenden 
Annaberungen in einer Eeibe dargestellt werden kann, die gleich- 






Funktionentlieorotische Metlioden. 


215 


mafiig konvergiert, solange P und Q gewisse Werte nicht iiber- 
schreiten. Im besonderen sei 

(pv o dv ;o 

f =o, ^i=i, 


und L you q frei; dann kanu das Gebiet © in der Ebene der 
komplexen Zahlen q beliebig genommen werden und V ist eine 
gauze transzendente Funktion von p. Dasselbe gilt yon dem 
Integral 11 = q . F, fiir das die Gleichungen 

rr 0 a (lU ° 

U = 0 , -. = Q 

d x s 

bestehen, und das wie in § 29 (5) gescbrieben werden kann 

X 

V = sin p x ~\~ I TJ I /' sin q (.*; — x') d 

Q J 
0 

woboi IJ und l /' aus L und U ontstehen, indem man x durcb x f ersotzt. 

Jetzt sei q — a • |- (ii, oc und (i reell, /3 S> 0; dann gibt die 
lotzte Gleiolmng «. 

P* <L> l x _ 1 1C /»2 q i (x — a') — 1 

0 ) 2i l + aj -W. 


Daboi ist otTonbar, wenn immer a: S> 0 genommen wird, 
(2) a; J> | ^ ® | <; 1, \P u i ~ *'> j <£[ 1, 

also aueh 

(») O.- k 1 - 


1st mm L stetig auf einer Strecke von x = 0 bis x = a und 
ist a ":>(), so sei // der grdflte Wert von | (Je #**| auf dieser Strecke; 
dann gibt die Gleiclumg (1) a 


//<; 1 


\L\dx] 


der in § 29 benutzte Liouvillesehe SehiuB ist anwendbar und 
man iindet, sobald jp| hinreiebond groB gewordon ist, 

(4) g < 1 4” G 

wobei * beliobig kloin und positiv gewiihlt sei. Dies gilt sogar, 
wenn | L\ bis zur Grenze | oo integriert werden kann, fiir die 
ganze positive Aehse dor Zahlen x\ man hat dann 
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woraus wiederum die Beziebung (4) folgt, oder auch die Ungleiehung 

| £/6>^|<‘2. 

Fiihren wir diese in die Gleichung (1) cin, so orgeben die Be- 
ziebungen (2) und (3) 

— i W 

(5) U#*' = u - + ? , 

wobei | W\ unter einer cndlichen von (> und x unabhiingigen 
Schranke liegt; ist z. B. 

I Q ! > a j : Bjdx, 

so ist g < 2, und 0 

m 

| J F; aj |L| «f.r. 

0 


Dabei lauft « von 0 bis a oder auch bis oo, jo nach don Vor- 
aussetzungen, die man iiber L maehen kann. 

Die GrbBe V ist im wesontliehen, was in § 27 dureh cpx )>e~ 
zeichnet wurde, weim q als gegebon, k als gesucht angesohon 
wird und die Kandwertaufgabe lautet 


(l 2 y | o,i 

£-+e + p*-/or = 0, v\ ,,0. 

Um die Greensche Funktion fiir das von x 0 bis x — a or- 
streckte Grundgebiet zu bilden, muB neben cpx noeh oiiie Funktion 
tyx eingefubrt werden, die ebenfalls ein Integral dor Gleichung 


ist und an der Stelle x — a versehwindet. Fiihrt man x a 
als neue unabbangige Variable ein, so kann t/jx genau so wie 
vorher cpx definiert werden, nur dafi jetzt L (lurch die GrbBe 
L — L(a-—x) ersetzt wird. Man kann also setzen: 

(6) %j) x ~ A cp (a — x ); 


A ist eine verfugbare Kongtante und cpx orfullt die Gloichungen 

1 1 + (<? a - X ) 9 = 0, <p 0 = o, d // = Q- 

Die Gleichung (5) ist also anwendbar, indem man U (lurch q> x 
ersetzt und ergibt: 

[ (AeHa- X) — J ?Jf, 

2 i + < 


0) 


xjj X . i( ' a —* *) rr: A 
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wenn x von 0 bis a lauft, ist fiir die Schranken der GroJBe W 
maCgebend das Integral auf der linken Seite der Ungleichung 


00 

11A j d.r < j" | Jj | dx; 

0 0 


jeno Schranken kdnnen also von a unabhangig festgelegt werden* 
Dio Greensche Funktion definieren wir nnn nach Anleitung 
des § 27 dureh die Gleichungen: 


S) 

<} (a «) 


(p x . ip | 

cp f x -. *t/> x — cpx. ip' x' 
cp £. t/> x 


g/ x . f x — q) x . ip f x 1 


x < & 
# > S; 


der Nenner dieser Briiche ist konstant, also, da x 

werden kann, p'O.^O = 


0 gesetzt 


Iliernacli orhiilt man aus den Formeln (5) Und (7) fiir die Green- 
scho Funktion im Falle x < £ den Ausdruck: 


, K , rt t (tfiei* _ 1 4 W!q) (**««— « - 1 + W/q) 

. 2 />(L + V/ 9 )(c 2 1 + W/q) '' ’ 

und oine Kohranke der verschiedenen durch | W | bezeichneten 
Groltan ist von x, £, (> und a unabhangig, sobald |p| eine ge- 
winso Grotizo ubersehritten bat. 

An diesen Ausdruck knupfen wir zunachst eino Bemerkung, 
die Ric.ii spiitor als wichtig erweisen wird, indem wir den Grenz- 
iiborgang « := •[ °° vollziehen unter der Voraussetzung, daJS es 
miiglich ist, die in (t(x, |) nicht vorkommende Konstante A ais 
Funktion von a so zu bestimmen, daC der Grenziibergang 

lim 4< x — lim A cp (a — x) = 4> n x 

a *f oo « | oo 

odor dock wonigstenH dor Grenziibergang 

)imG(.r,|) G m (xX) 

« X » 

konvergiert. Da niimlioli, wenn /3 iiber einer positiven Scbranke 
liegt, offenliar die Beziehung 

lim — lim c* a< e~ s ^“ = 0 

« < 4 * «o rt ■■■■ 4 “ eo 

gilt, da ferner | - ,r 0, also 
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so folgt, daB die nacli der Gleichung (8) gebildete GriiBe 




■ (e? i‘* — 1 +- W!q)(- 

2i(l+ Wl 9 )(-l | 


bei beliebig groBen Werten von |(>| bosobrilnkt bloibt; maBgebend 
ist dabei, was wir iiber die Schrankcn der GroBen j ’P; gesagfc 
haben, die von q, a , .r und £ unabbiingig sind. Ks gibt also 
eine positive Scbranke // dorart, daB |p (f „, (.r, J); • //, sobald 'pj 

eine gewisse Scbranke g 0 uberschritten hat und /i iiber oilier 
positivon Scbranke liegt. 

Dock kehren wir zu endlielien Werten von a zuriiok. Da 
cpx und tix in diesem Fallo ganzo Funktionen von p sind, ist (1 
eine moromorplie Funktion, die sich nacli der in § 48 gebrauohten 
Metbode in Teilbruche zerlogon laBt. Donn ini /abler sind die 
von einem Faktor W/q freien Glieder wobei u einer dor 

Werte £ — x, 2a — .r, 2a — .r — £ ist, ilie alio, da 

x < £, der Strecke von 0 bis 2 a angelidren; man erhiilt daber 
fiir (> (1 (,r, £) eine Anzahl von Gliodern dor Form 

-OO 

mit konstanten Faktoren, odor indem man diese iindert und 
u — 2 ay, 0 = (2 Qa + n)i setzt, von der Form 



dabei ist 0 < r < l; os kann also y --- r im Sinne der allgemeinen 
Tbeorie des § 48 gesetzt werdon. Auf don dort betraclitoten 
ICurven §t n ist nun die GriiBe 1/(1+ r.’) beschriinkt, niithin aueli 

ui' 

W ~ 0 • 

1 +e«’ 

man kann daher fiir P scbreiben 



9 
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£ 40. 

und die letzte GrciBo W beluilt die diesem Zeiclien zugewiesene Be- 
schranktheit jodenfalls auf den Kurven f? n der #-Ebene; die tosher 
geltende Bodingung fi S> 0 kann wegfallen, da 6r (a?, g) eine in p 
gerade Funktion ist Die GrdBe Pkann also fur die gleichbezeichnete 
in § 48 genommen werden, und es folgt wie dort, daJB die 
Greonsoho Funktion in die bilineare Reihe cntwickelt 
worden kann und dalJ dioso gliodweise differenziert werden dark 
Damit Bind die Grandlagen fiir die Darstellungssatze gegeben, 
die hier diesolbe Form erhalten wie bci der reellen Sturm- 
Liouvillesehen Handwertanfgabe. Die bei dieser Untersuchung 
bemitzie Resolvento fiir die Groenscho Funktion und die Integral- 
gleicdmng fiir die Figenfunktionen folgen gonau nach der Methode 
des § 2H. 

DaB aber uberhaupt Dole der G r eensohen Funktion, also 
Eigenwerfce, und zwar in unendlieher Anzahl vorhanden sind, was 
in § 28 aus der Theorio der reellen Integralgleiohungon gesclilossen 
werden konnte, ergibt sich hier funktionentheoretisch aus der 
asymptotisohon Darntellung (8); dies© ergibt fiir den Nenner der 
Greensehen Funktion bei der Annahme (i S> 0 den Ausdruck 

l[i\ r .* if i it 

(p a ■ - sin p a -f * , 

und da (pa nine in p ungerade Funktion ist, kann man fur den 
Fall li <T, 0 die Formal 

b If? * r o i a 

(pa ■ • sinp a ■ | ’ 

hinzufiigen. Jetzt schlage man in der Eben© der komplexen 
GroBo p urn die Stellen + nn/a einander nicht sclmeidende 
Kreise ! +w von gleiohem Radius; auf ihnen bloibon dann | sin p a \ 
und | v* e*' zwisehen endliehen positiven Schranken und man 

kann setzen . / W.cu ia \ 

W a sm p (til 
f \ p snip a/ 

oder kUrzer , , 

(p a sin pa \- J, 

wobei die Schranken der neuen GroBe W auch von n unabhangig 
sind. 1st also n und damit p auf dem Kreise f n hinreiohend 
angewachsen, so bleibt die GrdBe 1 + ^ r /Q au ^ ^ en Kreisen I von 
1 beliebig wenig verschieden, kann also, wenn man sie in der 
Ebene der komplexen Zahlen darstellt, ihr Winkelargument nicht 
andern, wenn man t n durchliiuft; das Winkelargument der GroBe 



220 


SceliHter Abschnitt. 


cpa muli sich dann also ebenso andern wie das der Grotto sin 9 a, 

d. h. um 2sr; der Kreis f w und ebenso natfirlieb L„ entluilt gonau 

eine Nullstelle der Grobe <p a, sowie n hinreicheml grofi geworden 

ist. Damit sind unendlich viele Nullstellon des Nenners der 

Greenscben Funktion nacbgewiesen. 

Die Ergebnisse dieses Paragrapben bleiben in allem Wesent- 

licben erbalten, wenn man U nicbt wie oben, sotulern durch die 

Beziebungen ^ IT 7 ,, 0 A 0 . 

~~~hU\ — 0, U, = 1 

ax i I 

festlegt. Dann geben die Gleicbungen ( 3 ), ( 4 ) des § 27, die von 
der dort vorausgesetzten Itealitat dor Urotten h und q unabhiiugig 
sind, genau nacb der bier gebraucbten Metbode 

(.'JtQixi 4 1 ?fr 

Ue»** = "" {i ”1“ 

2 (> 

Als Grenzbedingung an der Stello a werde dan Versehwinclen 
festgebalten. Dann kann ^ x wie oben definiert werden; die 
Greenscbe Funktion wird, indom wir U — &x setzen, je nacb 
den Fallen x «£ £ durcb die Formeln 


den Fallon x 5? £ durcb die Formeln 

ftjv a ( r — ..* (j ( r t) ... ^ ^ j: 

' } ^ 0O.(iff'O — h^oy -&</’<>) 

definiert und im Falle x <. £ in folgender Weise asymptotiscb 


dargestellt: 

r ( t\ _ («**< +• 1 + W ! q) (<**<(«-*» - 1 1 *1>/q) 

2p(l f V f /Q)(c?L ,la — 1 (• v F/(>) 

Daraus ist ersichtlich, datt die auf den (Irenzubergang a — -f 00 
bezfiglichen Erwiigungen insofern box Bestand bleiben, datt aucb 
bier die Grotto 9 G r a (j;, £) in domsolben Sinno wie oben, wenn /J 
fiber einer positiven Schranke liegt, besehriinkt bloibt. 


Die (ireensche Funktion im unendlichen Grundgebiet 

Um die Sturm-Liouvillescbe Anfgabo in einem bestimmten 
Falle fur eine nnendliche Strecke zu bekandeln, und von den 
Entwicklnngen nacb Eigenfunktionen zu den dem Fourierscben 
Integral nacbgebildeten Integraldaratellungen zu kommen, ffihren 
wir in die Differentialgleichung 

O) ,/! + (**—&)r = o 
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die Variable s = e~ x ein, so dafi die Strecke der positiven Werte 
you x der Strecke von s = 1 bis s = 0 entspricbt. Als Funktion 
von s sei nun L analytisch und an der Stelle s = 0 regular und 
= 0, etwa in der Form — L — \ $ 4 - 4 * • • • entwickelbar, 

so daC das Integral 


i 


L\ ds 
s 


= ^\L\dx 

X 


omen endlicben Wert hat, entsprechend der in § 49 geltenden 
Voraussotzung, und daJB die dort orhaltenen Ergobnisse anzu- 
wenden sirnl. Die Differentialgleichung schreibt sicli jetzt, wenn 
man nor.h W — j/s V setzt, 


(a) 


,/a IK 
, ... 


d- IK 

** I & 1 WO \v 
MVMx* + M a 4---0 W 


•: 0, 

0, 


l ) 0 — £)2 i. 


Die determiniorondo Gleichung im Sinne der Fuchsschen Theorie ist 
fv ~ y(y — 1 ) 4 - h ~ 0 
und hat die Wurzeln 4 q i + ; hoi der Annahme 

(3) t> ™ « 1 fi i, fi > — r — — q i +1 

hat die Gleichung (2) ein an der Stelle s = 0 verschwindendes 
Integral 

( 4 ) IV ” s r (c 0 + Cj « 4 * •' *)’ 

und die Koeflizienton e bestimmen sick aus den Itucklaufformeln 

( \\ bn t £\ bn 1 4” • * • 4' £»—t bi 4* Cnf ( r 4* w ) — 
die Baziehungcm 

f(r f w) »(n ~ 2 (>«), ; / (r -f w) j n + (n + 2 Jjj* 

zeigen, dali f(r f- n) nie verschwindet, da dies a = 0, n = — 2/3 
erfordern wtirde, was nac;h ( 3 ) unmdglich isi Wenn nun 

( 5 ) 'Pi > l » 

so ist offenbar 

, i/’O'i- n)j > !p|, 

also 

<B) r w (> j *, r 0 fc„ K ^ fc» -i 4- ■ * • [ r w _! 6 2 ]. 

Jetzt scion die positiven GrdBen d folgendermaBen definiert: 

*4 i 

I I *4 == <4 ^4 i /4-i 1 * * • + rfti -i 2? x ; 
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dann folgt nacli (6) 

j Ci Q | |<* 0 b x | <C $1 » I •’’l I “s dl ) 

| C 2 Q j <, I "t~ 1 's do H% _ |" j <‘ 2 Q • , * 4 ) i V'i v ( 4 > 

I C S Q i <1 | Co ^8 + C 1 *2 + f 2 6o I <- f 4l ■ <4 1 

usf.; also allgemein 

(7) i i >! < C. d ( i. 

Die Grofien r? m sind abor die Koeffizienten oilier in oinom ge- 
wissen Gebiete konvergonton Rotonzroiho 


<4 

1 — A, s — Ji t s* 


= <4 + ( h « I <4' s-,J l ••• 


Iiieraus folgt nieht nur, dali die unter (4) aufgostellto Reihe IK 
ein ausgedehntes Konvergenzgebiot besitzt, sondem mehr. Kon- 
vergiere die Reihe b x s -|- b 2 s* | in oinem Kroino uni den 
Punkt s = 0, den wir ,U' nennen, und soi in ihm 


|/ 4 H / 4 »* I •••;■ - 1; 

dann konvergiort aucb die Reihe <l n |• <4 s■ | im Kreiso ft' und 
ihr Wert liegt, sowie der Wert ihror Abloitung, unter einer von 
q unabhangigen Schranko <j, und die Beziehitng (7) orgibt, 


I €> ( c i« + «*aI •••); ---/A 1>(G I i r u ^ I </A 

Man kann dahor, wonu nooli e„ : - l gonommon wird, sotzen 


W 


«)■ 


V ! 


!)■ 


Kehren wir also zu den Veriinderliohou .>• und V zuriick, so 
hat die Gleiolutng > a v 

L i- ((*»- - 4) r -* «> 


unter den geltendou VorauHaetzungen oin bestimmtOH Integral 
von der Form 



wobei ^ eino Potenzreihe bedeutet, 0 ■= l ist, und in dam an- 
gegebenen Gebiet, d. h. wenn s im Kreise it liegt, 

(9) $* = 1 + , - 

gesetzt werden darf, wobei | ? F[ unter einer von q unabhangigen 
Schranke verbleibt, auch wenn man |p| unendlicli wachsen liifit. 
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Da die Grofien d und damit g yon q unabhangig ist, konver- 
giert die Reihe W unter der Voraussetzung (5) in q gleichmaBig, 
ist also als Funktion von q regular. Dies gilt aber auch bei der 
allgemeineren Annahme ( 3 ), und wenn | q | <; 1. Denn jedenfalls 
ist dann \f(r -f n)\ >> 1, sobald n eine gewisse Scbranke Tc iiber- 
scbritten hat; man wahlt dann einfach d 0 , d 1 ,...d k , was angeht, 
so, daJB immer 

d 0 | 11 di | Ci |,... die | Cj c |, 

und dah im iibrigen die Formel 

(l n = d 0 $n “f" — 1 4“ * * * + d n _ i />\ 

fiir n^>k gilt; man hat dann die Beziehung 

| r n | ^ l^o bn | “f" | r ’l bn — \ | + * • • | 6' m _i b-y | d n 


und die GrbUon d ergebon sicli als Entwicklimgskooffizienten des 
Bruchos . , , 0 , . , 

1 _ Ji x , _ Ii% ,2 _... - ''o + d, H*" • * *, 

wenn gesetzt wird 

e>, = d, - d 0 IK - <ti — 1 IK 


Die in W auftrotendo Potonzreihe konvorgiert also bei der 
Annahme ft >• - J, | p | <£ 1 und wenn $ dem Kreise Sf angehort, 
gleichmaBig in q und ist als Funktion diesor GrbBe regular. 
Singularitaten kann sio offenbar nur haben, wenn f(r -f- n) — 0, 
also u 0, 2 ft ™ — n, q — — Jnr, diese Stollen kommen nicht 
in Betracht. Fiir uns ist nur wichtig, daB di© Grofle ty x als 
Funktion von q in der ganzen Halbebene ft 2> 0 regular 
ist. Sie verschwindet, wenn ft > 0, fiir x = + °o wie 
ist also nach x absolut integrierbar ebenso wie i£>' x. Bei 
reellen Werten von p, d. h. wenn ft — 0, verhalt sich die 
Grofie ipx fur x -s -} oo wie ist also beschrankt 

ebenso wie ihre Abloitung. 

Mit tp x korabinieren wir die in § 49 oingofuhrte, durch die 
Glcichungon <p0 = 0, <p'0 q 

festgolegte Lusting der Gleickung 

(10) <p"-j-(v*-L)<p = 0, 

die eine ganze transzendente Funktion von q ist, in der iibrigens 

die Stelle 0 auch durch jede positive ersotzt werden konnte; 

(px kann, wie jede Ldsung, in der Form 

cpx s + e~e tx ty i s 
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geschrieben werden, und die Faktoren der KxponcntialgrolJen sind 
Potenzreihcn von s, also als Funktionen von a: bis ins positiv 
Unendliche bescliriinkt. 

Wir fiihren weitei’ eine Groensclie Funktion ahnlich der des 
§ 4!) ein und setzen, im Falle g > x 


im Falle x > g dagegen 


<p ,r. i/’ g 

(> -f <>’ 


Q-1/U ' 


die Funktion G e (x, g) ist offonbar in x und g symmotmoh. 

Die Grcibe cp' i> — q> f ist der DilTox-outialgleichung (10) zu- 
folge, deren Ldsungen q> ixrnl f sind, konstant, also gloicli 


<p' O.tpO — <p 0. if.'' 0 : ~ q>' 0. i> 0 ~ q . tji 0; 


man fmdet dalier sofort, indom <ler AbloilungHstrich sieh auf das 
erstc Argument bezioht, 

q>' £ • i' £ — <(’ £ ■ £ 


G’ e (S-0,i)-Ci' {l (i + 0, g) 


I. 


Was nun den Oharakter der Grblie (l L , als Funktion von (> 
betrifft, so ist sie nacb dom, was wir liber <j> x und </' x als Funk¬ 
tionen von q wissen, in der Ilalbobono (i 0 regulitr, wo nicht 
etwa verschwindet. Dies ist zuniiohst bei reellen Werten q 
ausgeschlosson, weil sonst rpx sioli nur um einen konstanten 
Faktor von dor roellen Funktion yr untersohiodo, was nae.h (H) 
unmdglicb ist. 

Wiiro ferner %< 0 0 fur einon komploxou Wort von 

q = a -f (i i, in welcheni 0, so biitto die Gloic.hung 
( h y 

aZ+to'-U''--’ () 


ein© Lasting tyx, die an den Stollen x r- () und x ~ d oo v©r~ 
schwande, an letzterer Stelie mit ihrer Ableituug und bo, daB Bio 
Ms zur Grenzo + oo absolut integrierbar ist. 

Setzt man jebzt yoraus, wi© es friiber moist geschah, L sei 
reell, so ware die zu tyx konjugiert imaginare GroBe 4 } o x eine 
die ©ben angefiibrten Eigenscbaften mit fx teilonde Losung der 
Gleicbung m 

Tx* + (*#—*) r, *s °, 
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ill dor Q a = a — (li gesetzt ist. Man konnte also die Greensche 
Operation anwenden und .schlieBen 

4 oo - + oo 

J (|f’ W — V i> a ) (1X 4- (p* — Q‘ i )\tjJ7l) 0 dx — 0. 


Dio Intogmlo kdnnon, wie geschrieben, ins Unendliche er- 
stroekt wonlcn wogen der anf die Stelle * = -f oo beziigliclien 
Eigonschafton der Grofion ^ und ^ 0 . 


Fern or hat man nach der Annahme, die wir widerlegen 
wollen, t 0 ™ ^ 0 0 — 0; das erste Integral in der letzten Gleichung 
ist also einfaeh ^ 

t/j xp' {) _ ^0 —0 


und hleiht die Gloiehung 

4' oo 

0 ,?— d- 


0. 


llier ist das Integral positiv und endlich; also folgt — p 2 
— 0; p miiUte, weil nicht rooll, rein imaginiir, p 2 negativ sein, 
otwa = -- r a , und x roell. 

Dann biltte die auf die unendliche Strecko von x — 0 bis 
x — |- oo beziiglicbe Itandwertaufgabe 


(ID 


d 2 V 
(/;(;“ ' 


h (A — V) V 1= 0, V 


0, +00 


in V eino Lbsimg mit negatiyem Figenwert X — — x\ Das 

ware denkbar, wenn L auf jener Streck© das Vorzeichen wechselte, 
und zwar kbnnton, wie besom!ere auf Sturm zuriiekgehende Be- 
trachtungen zeigen, cine endliche Anzahl soldier Losungen vor- 
handen sein. Wenn wir aber, wie friiher meist, L positiv oder 
cloeh nicht negativ annohmon, so ist auch r a ~f L positiv und 
eino Ldsung ist unmdglieh nadi den Betrachtungen des § 26. 
Wird also L auf dem unendlichen Grundgebiet von x — 0 bis 
x ™ + oo nicht negativ, so ist koine Figonfunktion der differen- 
tiellon Itandwertaufgabe (11) vorhanden, und die Greensche 
Funktion {x, |) ist als Funktion von q auf der Halbebene 
P ft 0 regular. 

Wir konnen ferner ihren Wert boi grofien Werten von | q | 
absehatzen, indem wir benutzen, daO nach § 49 die Beziehung 

(12) q> x -- sin p x' +... 


Ku««ir 2 . AufL 
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gilt, also nach (8) und (9) im Falle x <S g, indem man fur den 
Quotienten zweier Ausdriiclco 1 + F/p einen ebensolchen schreibt, 

tpx.ipg r i 


p o-d (x, £) 


tfj 0 

m 

4- 

' A 


= T l . (ee 
Ip* v 

-ioo 


i (“ + X) _* (s'— 

Fn 


Die bier auftrctenden ExponentialgrbBen sind, da £ S> a - und 
/3 2> 0, absolut nicht grbBcr als 1, die Sohranken dor GroBen j F| 
wie in den Gleiohungon (9) und (12) von x, £ und p unabhiingig; 
es gibt also solche positive GroBen g und //„, dab all- 
gemein |p £)|<p, 

sobald |p| > p 0 > S2 0. Diese Ungleiohung ist wie die Gloi- 
chungen (9) nur gesicbert, wenn s = c~ x dem Erase If angohbrt, 
d. b. wenn x und £ eine gowisse Scbranke x 0 uberBehroiten. Diese 
darf aber gloicb 0 gesetzt werden, indem man x a •(- an Stelle 
von x einfiihrt, wodurch sicb die gauze Aufgabo nur unwesentliob 
andert; wie ja scbon bei dor Bctraehtung dor Grdllen <p(), t|/(> 
bervorgeboben wurde, dall man 0 durob einen auderon Wert 
ersetzen kann. 

Jetzt ergibt sicb eine besondere Form des Cauc.hy seben 
Integrals der Grbllo G s als Funktion dor komplexen GrbBe p. 
Seien C, positive Koustante, d = y + (V i, y und d reell, b > 0, 
und sei lit der Umfang des Itecbtecks mit den Ecken — f'„ 4 C % , 
G' a + i G r a , —( 'i -f- i G'j im positiven Umlaufssinn; in seinom Innern 
liegt die Stelle <J, sobald die Grdllen (\, hinreiehend groll sind. 
I)ann hat man die Formel 


G n {t, £) 


1 fG',(.r,£) 

2 # j J p - d 


d p, 


m 

und wenn die GroBen C v groB werden, so werden die Teilo des 
Integrals iiber 9f, die nicbt langs der reellen Aehso gobildot sind, 
unendlioh abnehmen, da dies von jedem Integral 

f Md p 

J p (p - (?) 

gilt, in welchem M beschrankt bleibt, und M = p G L ,(x, £) gesetzt 
werden kann. 

In der Grenze folgt somit 


£) 


4* ©o 

i. f &(*,*) 
2 % i J p — d 
— 00 


d p. 
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Ferner ist offenbar 

r (pi i) & q _q 

J Q "P 

at 


da der Integrand im Innern der Umfangslinie 9t und anf ihr in 
q regular ist, und man kann sich auch hier auf die Integration 
langs der reellen Achse beschranken: 

+ 00 

f G- e (x,.i)dQ _ 

J 


somit folgt, wenn 6 = y + 8 2 , 5 > 0, 


( 18 ) 


t 1 (v 1 2 Q (xfi (x, la)d Q 

b) -- : 2 % Q 2_ ( p 


§ 61 . 

Die Fourier-Hilbsche Integraldarstellung willkiirlicher Fnnktionen. 

Die Form el G 0 (x, £) = , 

in der x S> £ vorausgesetzt wird, zeigt nach dem, was in § 50 
iiber das Verluilten der Grode ipx festgestellt ist, dad G L „ wenn q 
imaginar, also (i >> 0 ist, ins positiv Unendliohe absolnt integriert 
werden kann. Dassolbe gilt von dem Produkt G L , (x, £) G„ (x, jj), 
wenn q rooll und d imaginar ist; sei fortan <s = y-\~Si, S^> 0- 
Der Abloitungsstrich beziehe sich auf das ersto Argument; dann 
gelton die Gleichungen 

(*a (-r, t) + ((> s - I‘) G, (*, t) - 0 , G l , ( 0 , g) = 0 , 

W Gn (. i , v) + (« a - ^ G« (*, 6) = 0, Ga (0, rj) = 0, 

aus denen durch Greensche Kombination folgt 

AS 

| f j: ( G„ (X, V ) Gy (x, i) - G s (or, I) G'„ (X, V )}dx 

0 

« 

+ (p s — o a ) j* G s (x,t)G a {x,n)dx — 0 , 


15* 
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odcr, wenn x jede der Grofien £ und >i iiberKteigt, mit Itucksicht 
auf die Unstetigkoiten der Ableitungen G' L ,(x,$) und (!'„ (.<•, >/) an 
den Stellon £ und t; 

&■„(£, tj) — I) + G« (.r,)/) G" 4 ,(a £) -- G',,(.c, £) »/) 

+ (t> a — <f a )J G\,(a',£) G’ n (.i\ >l)dx -- 0. 

<> 

Hier konvergiert daw Integral, aucli boi reellon War Urn (>, wenn 
man x fiber alle Grenzon waohsen liifit, wiihreml die Griilien <l L , 
und (l’ e beKchriinkt bleibon, (1„ und G'„ aber verHohwindcn, und 
man orhalt die Fredholm-IIilbortaebo ltosolvoute 


(2) Go (£, n) - O 0 (I, i?) + U> a - •>*) I (-A li) (.»•, n) dx 0. 

0 

Soi nun woitor ’Fx eine l>ei positive!! Werten von x nodh 
naher zu kennzeiclimmde reelle Funktion; mu /*'() *•“ 0 und wcrnle 
F”x [ (<P L)Fx *~/V 

gesetzt; die Greonsche Verkniipfung dieser mit der zweiten 
Gleichung (1) ergibt dann, wenn x ■> t], 

tc a* 

— Ft) +• I/ 1 '*. (r„ (x, n) — Fx. G'n {x, tj ) |, 4 J fx . G'„ (x, >/) dx - 0, 

6 a 

also, wenn fa: stetig und fur alle positivon Werto von x boHchriinkt 
ist, mit goiindertor Bezoiclmung 

4 m 

( 3 ) n 

0 

das Integral konvergiert wegen des Verhaltens von (>„ im Un- 
endlichen. Die Funktion Fx erscheint hiormit quellonmiUiig 
dargestellt; um die fur fx geltende Voranssotzung zu orfiillon, 
•werde zuniichst festgoaetzt, daC Fx mit den e ratal boidon Ab¬ 
leitungen stetig und beschriinkt sei; wir fiigen sogleich nooh eine 
weitere Yoraussetzung hinzu. 

Multipliziert man die Gleichung (2) mit f rj und integriert, 
so ergibt sieh 

4 * oo + *» 4 . eo 

=| G Q (t,rf)fri.dri— (p» — <j») j/'ij.a G 0 (*, £) G„ (r, rj) d x; 

0 0 0 
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das erste Integral hat einen Sinn, wenn wir die GroJBen JF, F\ F" 
ins positiy Unendliche absolut integrierbar voraussetzen, womit 
dasselbe fiir fx gilt. Wenn nun, was einen besonderen Beweis 
erfordert, die Integrationen im zweiten Integral vertauscht werden 
diirfen, so folgt, mit leicht geanderten Zeichen, 

-l-oo 4* CD 

(4) Fx — | (r L > a) fa .da — (p 2 — tf 2 ) j Cr L > (#, a) Fa. d a. 
o o 


Anderseits folgt aus der Gleichung (13) des § 50, indem man 
den dort gegebenen Wert von (r« in die Gleichung (3) einsetzt, 


(5) 




4* no 



0 


4* m 



(a, £)(?(> 

— (52 


mid wenn, was nocli nachzuwcisen ist, (lie Integrationen ver- 
tausclit werden diirfen, indem man £ und x (lurch x und a ersetzt, 


( 6 ) 


F. 


1 

2 Jti 


4" oo 

f '2 p d p 

J (f* — 0-2 

00 


(i v (./*, a) fa. da. 


Setzen wir bier fur das innere Integral den Wert, den die 
Gleichung (4) ergibt, so folgt 

-f» OO 4- > + f/» 

Fx =-Li J £' "* 1 - 21J 2 0 d '1 j "«f' “)*■«■ ,fa ■ 

—■ ./ — no D 


und da das orsto Integral rechts verschwindet, ergibt sich die 
Ilauptformel , , m 


(?) 


Fx 



(f L ,(x, a)Fu.da , 


wobei beachtet werde, dab U' 4 , (.c, a) auch bei reellen Werten von p 
nicht reell ist; die Funktion Fx ist, wir wiedorholen es, wie ilire 
ersten beiden Ableitungen stetig und ins positiv Unendliche 
absolut integrierbar und verschwindet an der Stelle x — 0. 

Was nun nachtraglich die Vertauschung der Integrationen 
in der Formal (6) betrifft, so kann zuniichst das innere Integral 
in die Form (^(*,1) 
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zuriickversetzt werdon, aus tier es oben entstanden iat; das zu 
untersuchende Integral ist dann, indent c oine positive Konstanto 
bedeutet, 

4.00 <’ * * 

iv. sjdvM'fQ- r r,■ , r /t . (/r f 

9 <J J 


fx. d x 


J Q — (1 

at 


fx . (/.f 


t',,( r, ) (/ (> 
4> <> 


“t w » * 

A 0 «• *« 

■J, 


Ilier iibersiebt man loioht, dab das zwoito und dritte l)oppol- 
integral beliobig klein gomaeht werdon kbnnen, indent man c 
wachsen laJBt, deim \fx\ ist bis zur (Irenzo ! .> integriwbnr und 


t ' n (r, £) 


1 f £) <lo 


2xi ] {> ■ <i 

at 


liegt unter einer von x unabhtingigen Schranke; q t £) ist 
auf dem Umfang Ik beschriinkt, wio weit man aueh Hi uustlehnen 
mbge; in dem Doppelintegral 




kann das innere Integral als (iriiBe } / r p gesehneben werdon, 
wobei die Schranke der Griille W von tier Ausdehnung dwt 
Itechtecks 9t unabhangig ist; tiuch erhH.lt dieses Doppelintegral, 
wenn man —tf fur <J schreibt, den Wert Null. Man erhiilt also, 
indem man 9t unendlich ausdohnt, die form 

4 *» + m 




womit die Formel (6) bewiesen ist 

Ein zweiter Nachtrag rauB, um die Formel (4) zu siehern, 
die Vertauschbarkeit der Integrationen in dem Integral 


4-00 4* 08 


j* fn-dn ^ to £) n)ds 
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§ 51. 


erweisen. Wir zerlegen dasselbe nach dem leicht verstandlichen 

Schema + 00+00 + go 4 - co 4 -oo rj 

| drj | Mdx = j dr}^ Mdx -f | Mdx 
0 0 0 »] 0 0 

and erweisen die Behauptung in jedem der so erhaltenen Aas- 
driieke nacli derselben Methode; im Integrationsgebiet des zweiten 
Integrals rechts ist dann immer x rj, nnd man integriert in 
der a^-Ebone liber den bei gewohnlicher Zahlung zweiten Oktanten. 
Bei der Vertaaschung der Integrationen andern sich die Grenzen, 
and wir behaapten 

+ 00 )] 4* 00 -|- 00 

(9) j* dr} | Mdx — ci.r j 3Idrj] 

o o o x 

dabei ist jetzt immor zu setzon 


M — g) 


<!>*$• n 


woim wir bei den zar Bildung der GroCe G$ benatzten Fnnk- 
tionen <p and t den komplexen Parameter 6 sichtbar machen. 
Nach § 50 ka.nn man nun ansetzen 

to X — S, (pa X — e nix s ^ x B + e~4 ix s ^ 2 s, 

wobei auch p fur <5 eintreten kann, and die Faktoren sind als 
Funktionen von x fur alle positiven Werte beschrankt; ferner 
sind in den (i rollon 


is 


<r ai * — (* h c m ? 1 *, 


f»+ & i x 


alle Exponontiollon mit imaginiirom Kxponenton, da p rcell ist, 
beschrankt; dasselbe gilt also von (^(x, £) und man kann setzen 
(10) M r- /V(A r ifi ( * + ,/)A + 

wobei die (trillion JV im ganzen Integrationsgebiet besebriinkt, 
d. h. absolnt miter oinor von :r und rj unabbiingigen Sobranke 
golegen sind. 

Rm nun zum Howeis der Formal (0) zu kommen, sebreiben 
wir, unter <j nine positive (irblie vorstebend, 



+ * >/ 

g >j +* OB 

.* # J* 

n 

r 

.7 

= J d tj f M d x 

J J 

= \ d r/j Mdx + j d tj 

\Mdx = f «/ 2 , 


0 o 

#* J J 

0 « 0 

J 

V 


f * 1 * 

V ft + 

j* * f* 

\ p (J + eo 

1* t t 

I 


dx M d)} h 1 d x 

Ll/di; + \dx\Mihj 


J J 

0 as 

J J 

t» X 0 

J J J 

x o g 




— + r h 
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SccIihUu’ Absehnitt. 


i. 


dabei sind J,, und J,. die Summanden der Bumtnen von Hoppel- 
integralen in der Folgo, wie sie hingesehrieben Kind. Ofl'onbar 
ist — Jn ‘la beide Integral© Kicb iiber die Flnehe des Droieeks 

erstrecken, das in einor x >/- Kbonc von den (ieradon .1 . 0 , 

rj — //, x — n begronzt wird und M im Kndliehon stetig ist, 
so dall die Intogratiomm vertausebt warden diirfen. Weiter zoigon 
wir, dab dureb passendo Wahl von g die Integrate ,L, J,, und r/ 8 
absolut beliebig herabgedriiokt warden kbnnon; daniit, wird dann 
die Glcichung (9) oder <1 — J orwiesen soiu. Zu diesem Zweek 
beachten wir zuniiohst nur die init deni Faktor ,V, behafteten 
Tcile des Intogranden und linden aln Teilo von ,/ T und 
}- 00 // | 8) \ 

J frj . j JV l e dx, | d x . v >rA | N x e '> iS ftj .*///, 

<j 0 ff » 


g \ m 

dx . | N x e ft} .d>i, 

u ,* 


(lie alle drei offanbar beliebig klein warden, wemn tj Innrekdtend 
gewaclisen ist, da N x ja besehrankt ist und ftj im rmmdliehe 
absolut integriorbar. 

Etwas schwieriger liegt die Saeho bei den init A\, hahaftoten 
Teilen. Im Integral J % ist das betreffendo Integral unter der 
Gronze i >/ 

J \fn\ e~ " A d >/ j* i jV a te 1 * A </ ; 

u 

das innero Integral liogt, wenn z. I>. \N a A und A von .r und >j 
unabhiingig ist, unter dem Werto 



1 


also das ganzo unter einor Sehranko 


M 



wobei li von g unabhiingig ist; dieso GriiUe kanu alm> dureh 
hinreichend groJBe Worte von g beliebig klein geinaeht worden. 
In </ a findet man fur den zweiton Toil 


4 " 00 +■ 00 

( 11 ) Wdx.c-^N^fn.d^A 


f- m 



it 


1 ® 

^ d J ft] e * d >/, 

X 
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und hier ist nach dem zweiten Mittelwertsatze, da er-v 6 eine 
monotone Funktion ist, 


( 12 ) 



er v * d i\ — e 




a o 


J \ fr}\<h-, 


Xq>%'>!)\ 


die rechte Seite dor Ungleiclmng (11) ist also kleiner als 


A 



a * 

Piose Grebe wird erst dann bei waclisenden Wcrten von <j mit 
Sicherheit beliebig kloin, wenn wir annelnnen, die Grbbe 



sei als Funktion yon x ins positiv IJnendliclie integrierbar. Dazu 
geniigt os, worm die Funktionen Fx, F f x, F"x sich im positiv 
Unendlioben verhalten wio eine Potenz xr~\ in welcber ft >> 2; 
d. h. wir setzen fast, dab die Grbben x h> Fx |, x k \F f j\, x k \ F"x | 
im positiv Unandliehen bosehrankt bleiben. Alsdann wird 
auch das ganze Integral J t2 bei wachsenden Werten von g be- 
liebig klein. 

Passelbe Verhalten ist jetzt auch an dem mit behafteton 
Toil dos Integrals */., zu erkennen; er erfullt zunachst die Un- 
gleiohung 



N % er - >t h ftj . d i/ 


it 1* <» 

4 j*e xA d;rj er f>i d 


derail roehte Seite nach (12) kleiner ist als 
v l 

(18) A 

<> U It 


it \ * I 

j j f>L<tn<A<j j \fn <i>i- 


Bei grolien Werten von x kann man aber nach den jetzt goltenden 
Vorausaetzungen, wenn It eine Konatanto bedeutet, 


aetzon; daraus folgt. 


1 fn 





>1 < l >i - 


it 


, It 

" >l k 


It 

(/• - l)/- 2 ’ 
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Hechstor Abachnitt, 


§ M. 


unci da k — 2 positiv ist, verschwinclet die roehto Heite der Un- 
gleichung (13), woun g iiber alio (Jrenzon wiichst; dasgclbe gilt somit 
von Jz, und dio Gloichung «/ — .7 odor (!)) ist vollHtiimlig bowiosen. 

Fiihren wir noch dioselbe Betrachtung fiir das iiber den 
ersten Oktanten der xg - Ebene erstreckte Doppelintegrnl (lurch, 
so ist auch die Vertauschbarkoit dor Integratiouen in dom Integral 

■f m f r» ! m 

^fn-dg j (} e (x,£,)(l n (x,>i)dx | £ l Fx .tlx 

0 0 <> 

bewicHon und damit auch der Bowcub der Uauptformol (7) mi tor 
den jetzt geltendon Voraussetzungon endgiiltig vollondet. 

Will man dioeo in reelle Form bringen, mi ist zu bedonkeu, 
dab, wenn man q durch — q eraotzt, die reello GriitJo q>x g 
ungeiindert bleibt, die imaginaro aber in die ihr konju- 

gierto iibergeht. Da nun Fx reell, dan Integral auf der rechton 
Seite der Uauptformol (7) oder 

i .. i » 

7 '« = | <}„{* $)Fx.dx 

— >*> 0 

also rein imaginiir ist, bo geht es in den konjugiorton, d. h. den 
entgegengesetzten Wert iiber, wesm man (> durcdi p ersutzt; 
man katm also die Hauptformel auch wchmlmn 
h i *» 

(14) FI; — j £)) F.r.ih. 

JL.j» o 

1st nun f 0 x die zu tpx konjugiert imaginiire Grblie, ho gilt 
auch fill- sie, da ? reoll ist, die Gloichung 
i'u + (<?*■— L)ty o ™ 0; 


man kann daher, untor Q einen von .r unabhiingigen Faktor 
verstehend, setzen 

(15) Q.tpx = i'oO.H’x - - tfiO.tl'oX 

und erh&lt fiir den Fall x < £ 

G (r P\—a lx *\ — <px f 4,(1 * ~ Vv-t’-vt 

u,^,g) 9 Uo”*,o| “ **».*„<>’ 

also einen Ausdruck, der auch bei der Aimahme x’>£ giiltig 
bleibt, und die Formel (14) ergibt 

+■ OB 4* 


«if D 1 - 

\7tt] X ^ 0,1 
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§ 52. 


Dieser Ausdruck wird vollig greifbar, wenn wir daran erinnem 
dafi gesetzt war oder zu setzen ist 

tp x — e^ iix $ — e~ x , 0 = 1, 

wobei und s ^ 0 Potenzreihen mit konjiigiert imaginaren Koeffi- 
zienten bedeuten, die aber stetig bis zur Stelle s — \ fortgesetzt 
werden kdnnen; man findet jetzt aus der Gleiehung (15) und der 
immer geltenden Bezielmng cp'O — q sofort 

Q = 2i^l.5p„l-h * 


Dies Ergelmis auf die am Ende des § 49 betrackteten Grenz- 
bodingutigen zu iibertragen, bietet koine Sckwierigkeit. Man 
sotzt im Eallo a: <. £, entspreckend dor nacb §49 abgeanderten 
Ordlio 

— &.r. it ’£ 


(16) 


VMS) 


d»o.((f>'o — htyoy 


<!>' 0 — h ft 0 


0. 


Der in dor Ilalbebone (i 0 regulars Nennerfaktor 4>'0— hip0 
kaim fiir keinon Wort von q versckwinden, weil dann die Rand- 
wertaufgabe 


d*V 

d a; a 


4" 


L) V ^ 0, 


V r=0, 


dV 

dx 


— ItV 


0 

= 0 


eine stetigo Ldsung hiitto, was sick auf dieselbo Weise wie im 
Falle h — oa als unmoglick erweist, wenn L auf dem Grund- 
gebiet positiv ist. Dio Untorsuckungeu des § 50 wie des gegen- 
wilrtigen bloiben erlmlton, besonders die Greenschen Operationen 
vorlaufen rechnorisch wie friiher, und orkalten bleibt die Haupt- 
formel (7) mit der Bedingung F'O — hFO — 0. 


§ 52. 

Integraldarstellungcn in trigonometrischen und Besselschen 

Punktionen. 

Die Annahme L = 0 flihrt auf die Gleiobung 

und ergibt sofort, wenn die Randbedingung F> = 0 und ist, 

(px — niJiQX, ipx — ee**, ipoX = tr»* a % G e (x,£)= ---v 

Q<p£ - " — = 2isinp£, Q — 2*; 
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SechnicT Absclmitt. 


die Formol § 51 (14) gibt, wenn F 0 = «, (las bokannte Frgobnis 


Fx == ^ j (/ y j Fa . sin y x sin y a d «, 

— 00 0 

(lie Grundformel § 51 (7) wiirde gebon 

-I m x j ' i " 

j riFx — I do f sin q<x..F a.da j- I dy I sin y x Fa. da. 


Nimmt man dagogen als Grenzbedingung 


• h V — 0, <l>x eon y x }- 


h sin y. 


dx s ' (> ' 

so gibt die Formal §51 (16) fur den Fall •< , < a § 

, ... ( h sin y.r\ 4 

(i » M =(- C0S ^'.. y ) y/ IF 

/ h Him nj'\ v lu; 


, i'X 


• COS Qi*' — 


(•*>£) “ —(’OS (0.0 


(> /.. h ‘ 


1 00 00 

—- m 0 

and wenn man h ~~ 0 setzt, orgibt sic.h die bokannto Formol 


Fx ^ 


-t no 

| (I ^ j* F& . cos q m cos q >r . (/ ^ 


mit cler Bodingimg F l 0 0. 

Bosselsche Funktionen troten auf bei dor Uandwortaufgabe 

dx ( 4;,; g! ) -H {l + O) F = o, V « ondlich, F •• -= 0; 

die Differentialgleichung filllt nic.bt ganz unter die in § 51 unter- 
suchte Art; die notigen Abauderungon der Theorie sind abor 
leicht zu uberselien und alles kann aus den bekannten Kigen- 
schaften der Besselschen Funktionen bestiitigt warden. Diene 
fiihren wir damit ein, dafi die Oloiohung 

die Losungen J(q^x) und K(q^x) hat, wobei wie iinmor 

(1) Ju = 1 + 2s ni 4 ,—Ku AJulogu H W> 
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2 COB 


gosetzt iat und ^ oine Potenzreilie, A eine Konstante bedeutet. 
Die Konstante A sei, wio iiblich, so gewablt, dab bei grofien 
Worten von |u| dio asymptotisoben Darstellungen 

(I. U ) 28 in (I“ w ) 

Y '2 or if f2 Tin 

gel ten, aus demon folgt, da(i dio der Differentialgleichung gemiiC 
kountanto GrbfSo u (Ju.K’u — J'u.Ku) durch die Gleichung 

9 

f rr i K r * ** 


V) 


J n 


Jn. K f u . J f n . Kn r— 


7T U 


bontimint wink Betzt man hior die Reihen (1) ein und integriert 
liber den Krein \u\ — r, bo verschwindon allc Integrale 

j u n log U (l u 

mit r und auf dor linkern Belie dor integrierten Gleichung (3) 

bloibt nur daw (Hied r r | w 

A 

J w 

filing, das dureh Vorgleieh mit der rechten Beite den Wert 


ergibt Ilieraus folgt oine homorkonBwerto Kigenschaft der Grdli© Ku 
ini Itaellem Bio worde bed ponitiven Worten von n reoll genommen; 
man lasso claim u (lurch dio oboro Halbobene dor komplexeu 
Grotto u von posiiivon Worton mit fentem ]u\ zn negativen Werten 
iibargehen; damn gewinnt dor anfanga reelle Wert log w, stetig 
sieh iindornd, den Zuw&rhs ftt, und m folgt, wenn u 0 ist, 


(4) K{ m 

wobei aber A*( — u) 
gelegt ml 

Erwiihmm wir 
aiymptotinoh 

Ku 
J ii " 


i K u | Airi,Jti — Ku —• 2 i .Ju, 

in dor angegobenon boBondoren Wei Re fest- 

mioh, dutt don Gleirhungen (2) zufolge 



gosetst warden kauti; Hind alm> r und tr reelle (irdfien, ist 
u * r f n*i, und lattt man m — + ^ werden, bo ergibt sich 
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St‘ehaU‘1* Abaclmltt. 


S :>2. 

Jetzt bildon wir im Siimo ties aufigesprocdiemm Uandwert- 
problems oino Green sche Funktion fur die Ktrecko von 0 bis a 
mit den konnzeiclmenden Eigennc.baften 

<l U x (V {x, $)) •}- ? a 0- {A $ I — <;<«,$> ~ 0 , 

( 6 ) (<■>' K 

(r (0, |) endlie.h, 4,rG'p\ {*) ^ l. 

I)arm sind die GrdBon J(a) x ), in denim J (a 1 a ) ~~ 0 genetzt int, 
Eigenfunktionen des Kerns (i £) und man fiudei fur diesen im 
Fall© .r <g £ den Ausdruek 

G (;r, 0™-" J{ J • r) {,/( {t ) *) K{ L > 1 a ). ./(.>]„) 

4./(p }n ) 

der, worm wir wie in § 4!) jetzt a ■■■■• -| oo setzen, in fine* Grenz- 
gestalt G- a , die GreenHche Funktion fiir die Streeke von 0 bis j co 
ubergeht. I)azu mu(J angenointnen werden, wenn (> - ne ( (ii 

und «, (i mdle GrbBen Bind, fi > »; Hotzen wir u • t>]t i, ho ist 
w — (i\’a und die Fornud (!>) ergibt fiir K(q]u ) J {(> ) a) den 
Gronzwert — i. So erbiilt, man die Forntel 

(7) GJx,£)= + ./(if ).r)jj( ( > U ) - i K(tf\ $ )| - (I ,,(•<•, S), 

so da£ nebenbei bemorkt die in (> meromorphe, den Parameter a 
enthaltend© Funktion dureh den Grenziibergang a | on in 
eine rieldeutige Funktion yon q ubergangem ist Her letete Faktor 
der CJrrofie (?«* ware nach § 49 dureh £ zu bezeiohnem Kr- 
setzt man in den Gleiohungtm (f>) die Grotto q dureh tf, ho tindot 
man fiir G u und G a die Kesolvente in der Form der Gloiehtmg (2) 
des § 51. 

Die Diflerenz J(q \ ! x ) — iK (q )x) ist, wie die aHymptotisehcm 
Formeln zeigen, das bis auf einen konst&nten Faktor bestimmto 
Integral der Gleiehung 

L(; i:e dl) + * 2 i/-- o, 

das fiir x — + oo versebwindet. wie die orate der Grdbon 

v 0, 

wahrend in jedem anderen Integral ein die zweite Grbtte ent- 
haltender Summand auftritt; jone Different ist die Funktion 4 >x 
unserer allgemeinen Theorie. Die GroCe G Q hat einen Sinn aueh 
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fur reelle Werte von q; sie ist in der Halbebene /3 2> 0 iiberall 
regular mit Ausnabme der Stelle p = 0. Trotzdem kann in der 
Bezeicbnung des § 50 die Gleicbung 


( 8 ) 


(x r r t\ _ 1 f £)d & 

ot 


angesetzt werden; denn scblieBt man die singulare Stelle aus der 

Integrationsbahn 91 aus, indem man sie auf einem der Halbebene 

/i 2> 0 angeborigen Halbkreise umgeht, dessen Mittelpunkt die 

Stelle q = 0 und dessen Radius r ist, so werden wieder die 

Integrals r , , 

I u n log udu 

liber den Ilalbkreis \u\ — r erstreckt mit r unendlich Idem. 

Boi groflen Werten yon p zeigen die Formoln (2), daii die 
GroBe Q Cr$(%,£), in der wir jetzt x und £ positiv annehmen, 
sicb asjmptotisch zusammensetzt aus den Exponentiellen 

i>V«) $V7) __ - fi (yj +y»)+...^ 

wobei im Exponenten nur Imaginares weggelassen ist; die Be- 
schranktheit ist auch im Falle /J = 0 ersicbtlich, da y£ — ^x 
nicht negativ ist. Man kann daher, wie in § 50, aus der 
Gleicbung (8) schlioflon + «> 

(} (r t \..... 1 f 2 p <7, (.*,£) dp 

" ^ "" 2 m J p- — <*» 


Um nun zu den Darstellungsformeln zu gelangen, setzen wir, 
wenn Fx auf der Streeke von 0 bis + oo mit F'x und F" x die 
in §51 goforderten Eigenschafton haben und F 0 endlich ist, 

(4 x F' x)' -j- 0 i Fx — — fx, 

wobei a = y-{-8i,y und 8 reell und 8 > 0 sei. Dann folgt 
duroh die Greensche Operation aus dieser Gleichung und der 
Differentialgleichung (6), in dor p durcli <5 ersetzt wird, 

Fx — | G„ (x, i) fx.dx, 

hieraus weiter nach der Methode des § 51 die Hauptformel (14), 
die wir jetzt schreiben 

•fee +09 +oo +oo 

Fx = K^ Q dQ^G 6 (x,u)Fu.da-~^Q dQ^G- e (x, cL)Fcc.< 

0 0 0 0 
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Si’clmtcr Alwhnitt. 



&£ j JltflU'l (fl i \ .0fL ihi |l, 

0 0 

Dieselbo Formel orgibt sich itbrigoim iuiHi, wcnu limit J„ an 
Ktolle von J Rotzi 


1 


Siebenter Abschnitt. 


Unsymmetrische Kerne nnd das Dirichletsche Problem. 


§53. 

Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 

In § 44 ist gezeigt, dab, wenn als Kern eine der in § 36 ein- 
gefiihrten Greenschen Funktionen genommen wird, oder iiber- 
haupt der Kern gewisse Stetigkeitsbedingungen allgemeinen 
Charakters erfiillt, die Reih$ 

(1) |/a. (pnu-dcc, 

in der iiberall durcb das Grundgebiet integriert wird nnd fa in 
diesem eine stetige Fnnktion der Stelle a bedeutet, gleichinaJBig 
und absolut konvergiert und den Wert 

| K(x , a) fa.dx 

bat. Daraus folgt nach §23 die Schmidtscbe Formel, d. h. die 
Reihe i,« 

= fx + 

n n " 

konvergiert in derselben Weise wie die Reihe (1), sobald X eine 
von den Eigenwerten X n verschiedene Konstante bedeutet, und 
erfiillt die Gleichung 

(p x = fx + X | K(x, a) (p a . d a. 

Wir wollen den Inhalt dieser Aussage etwas anders aus- 
sprechen, indem wir den Faktor X in den Kern hineinziehen. 
Dann konnen wir sagen: es gibt eine im Grundgebiet stetige 
Losung der nichthomogenen Integralgleichung 

(2) (px = fx + [ K(x,a) (pa.da 

Kneser, Integralgleichungen. 2. Aufl. 


16 
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«r AlHfhnitt. 


mit flymmotrischem Korn, aobaid dinner koine NulHmung bwitzt. 
Daruutor verstehen wir elne Lowing der leMen Uletehung, die 
aich ergeben wiirde, wenn fx identiw’h vrwchwindet, also oine 
Lowing der (Sleiehung 

<p,r J K (j\ a)qiu. d a. 

Dio Losung der Gleiehung ( 2 ) kaim offtmbar nur mit fx zugieich 
identisob versehwindem 

In diesar Form bloibi dan erliallene Hemdfat giiltig, wenn 
dor Kern K(x ) ij) nioht mehr als symmetrimdi vuraiisigoiiotzi wird. 
Versuohen wir namlich jatzi die Uiemhung ( 2 ) dumb den Ansatz 


(H) (p x zz? f x ■— j K (m % x) fa . d « 

m erflillen, so ergibt sieh 

<p a 4* « | K(lftt) fft.d ff 

j* K(x,ia sr= J K (.r, a) fa . d « ^| d « K f x % u i, j K{(fa) f/i . d(i 
odor, irulom die Integration#!! im let/.tea (Uiedr veriauHrht warden, 


K (x, oc)q>u.domr j* K (,*\ a) fa. dm •— j fft.dft | K{ .t\ m) K { ft, a) d c 
~ | K(x 1 a)fa.da .-j fa.d a | A'(.r, ft) K (ac, ft)d /J, 


und diese Transformation gilt nach § 44, in walrtiem die Symmetrie 
des Kernes nioht wesentlich ini, sobald der Kern K (,r, ap win wir 
annehmon wolltm, entweder stetig ist oder nur in dnmdhtm Weise 
unendlioh wird, win die (treeiiHchen Kunktiomm d«*« fuufton 
Abschnittes. Zieht man jotet die Gloiohung (d) timdunaln heran, 

80 fdgt r 

9 x — 1 K (a\ a) 9 a d a 

— 9 x — | ip m | A'(a, x) -f- K(x f «) — J A 0 (x, ft) K («, ft) d ft d a, 
oder, wenn 


Q&n) — K(a,x) ( Kfi\a) - j 
gesetzt wird, 

(4) 9 x — j"AT(jr,a) 9 a.da =rs f x 


K(x,ft)K(a, ft)d ft 
fee r,a) fa.d a. 


Diese Identitat fiihrt die niehthomogene Iutogralgleidiung (2) 
auf eine solche mit dem offenbar symmatrischen Kara Q (*r, a) 
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§ 53. 

zuruck, (lessen Singularitaten wieder keine anderen sind als die 
dor (ureenschen lunktionen; man erlialt namlich aus der Glei- 
chuiig (2) unmittelbar 

(5) fx = tjjx — j Q(x,u)tPcc .dot. 

und diese ist zu ldsen, wenn keine Nullosung existiert 

Ware dies dor Fall, d. h. gabe es eine nicht identisch ver- 
schwmdende Losung der Gleichung 

if x —| Q (a?, a) ip a . d cc = 0, 

so ergiibe die Tdentitiit (4), daJB 

r/) x — f x — j* K (a, x) f cc . cl a 

eine Nullosung des Kerns K(x,oc) ist, vorausgesetzt, daC cpx nicht 
identisch vorschwindet. 

In letzterem Fall© hatte die Gleichung 

x — J K (cc, x) a d a = 0 

eine nicht identisch verschwindende Losung, oder der Kern K(cc, x), 
der sich von dom soebon betrachteten durch die Stellung der 
Integrationsvariablen uniersclieidet, hatte eine Nullosung. Hat 
also koinor der Kerno AC(a:,«) und A'(a, a?) eine Nullosung, so 
hat aueh der Korn der Gleichung (5) koine solche, und diese ist 
boi boliebiger Wahl der Funktion fx Idsbar. Damit erhalt man 
das Frodholmsohe Theorem, claB die Gleichung 

cpx — fx -f-1 K(x, cc)cp a.d cc , 

in der fx nicht identisch vorschwindet, stets eine stetige 
Losung cpx besitzt, wenn dies von keiner der Gleichungen 

cp x j K (x 1 a) <p a . d «, cp x = j I£(cc,x)cpoc*da 

gilt; dabei sei der Kern K entweder stetig oder brauchbar un- 
stetig, wie die Greensehen Funktionen des fiinften Abschnitts. 

Lcisungen der letzten beiden Gleichungen nennen wir Null- 
losungen crater und zwoiter Art des Kerns K{x^cc)\ erster 
Art sind diejenigen, bei denen die Integrationsvariable unter dem 
Zeichen K so stoht, wie in dor nichthomogenen Gleichung, also 
an zweiter Stelle. 


16* 
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§ 54. 

Das Dirichlctsche Problem in der Ebene. 


Als crste wichtige Anwendting des orhalionen Satzos be- 
trachton wir <las I)irichl«t«che Problem in dor Kbono, das wir 
folgendemalien aussprochen. Boiloutot « den I'unkt mit dim recht- 
winkligen Koordinaten g, >], so wird cine Kunktiun </<« gcsueht, 
die die Gleicinmg 

- - 0, ® f , , ~ 0 

it £* ft 


ox-fullt und im Innern einer goschloBHouen, sicli solbst nioht 
scbnoidondon, iiberall stetig gokrihnmten Kurvo (' in it ihren 
erston und zwoiten Ableitungon stetig ist; die fernor, wenn man 
sicb der Kurvo (S niihert, gegon (tronzworte kunvrrgiert, die atif 
diesor Kurvo als Worte einor stotigen Kunktiun des Ortos go- 
gebon sind. Bozeiclinon wir allgemein durch die ungoheftoton 
Buchstabou v und a die (irem/werte oiner (iriitie, deiten sie zu- 
strobt, wonn man sicb von innen odor auiien der Kurvo K nahort, 
durch tlberstreiclum dor Worto, die attf diesor Kurvo mdbst an- 
genommen werdon, so kaun die(ironzbodinguugdurrh die (iloiobung 


</», : t: /<’ 


ausgesprochen warden, in dor /*’ eino gegobono Kunktiun doR Ortos 
auf dor Kurvo (5 bedeutot. 

Es sei ferner da das Bogonelomont, JV die inuero, A" die 
auBero Normalo dor Kurvo K, die vom Ptuikto « aus gozogen 
sind; die analoge Bodeutung miigon <i .r, A/ fUr uinon Bunkt x 

baben usf. Damn sotzen wir versuehswoise an 

IS 

d. b. wir denken uns, die Kurve G sei als doppeltbologto Linio im 
Sinno des logarithmischon Potentials wirksam und ergebo das 
Potential <&. Das Potential einor Doppellinio bat nun, wonn wir 
die Kurvo (£ stetig gekrilmmt voraussotzou, an diesor Kurvo nine 
Unstetigkeit, die durch die (Uoichungon 

(1) ~ <t>iX — n 4<x <P„j { 7t 4<x 

dargestellt wird. 

Fur die weitoren Untersucbungon ist os wesontlich, dad dioso 
Eigenscbaft scbon abgeleitet werden kann, wonn die Dichtigkeit 
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nur als stotig vorausgesetzt wird, ohne daB Ableitungen zu existieren 
brauchen, ' wiihrend boi den im fiinften Abscbnitt betrachteten 
Potontialen an mancben Stellen stetige Ableitungen der Dicbtig- 
lceit vorausgesetzt wurden. 

Wir verifizieren die Gleichung (1) fur den Fall, dab ipu = l 
gesetzt wird. Dann ist das Element des Integrals d>, d. h. 


j (l , 1 

'‘“rfjv'osf,:. 


dec d r xa 
Vxa d iV 


nichts anderes, als die scheinbare Grofie des Elements d a, gesehen 
von dor Stella x a us und mit solch cm Vorzeichen verselien, dafi 
din Integration iiber die Kurve (5 das Resultat 2 jt, 0 oder it ergibt, 
je naolulcm dor Punkt x im Innern, An Corn oder auf der Kurve K 
liegt. Dam it sind daim die Gleiehungen (L) voritiziert: 

0 — 7T z~~ 0 i — 7t — 'lit — % — <l) (i — Q 7t. 


Setzt man bei beliebiger Gestalt der Kurve $ fur ©* in der 
oreten Gleiclrang (1) den Wert F und fur 0 das Integral 

dialog 

so ergibt sioh (s 

0i x — % ip x — Fx — % ip x = 0 x, 


( 2 ) 


1/1 .T 




ib ad, 1 , 

» d«'" s 


Die Funktion ipx ist also die Unbekanntc in einer Integralgleiehung 


ip x — f x -f 


fiir die 


fx 


Fx 

7t 1 


K (.T, a) r: 


K(x, a) xpcc. doc, 
1 d 


% <lN^° S r za 


zu setzon ist. Das (Jrundgobiet ist die Kurve (i, und in ihm ist 
der Kern ondlich und stotig, da wir die Kurve liberal! stetig 
gekriimmt vorausaetzon. 

Dio Integralgleidiung (2) hat nun naoh dem vorigen Para- 
grapben eine auf dem Grundgebict stetige Losung, wenn ihr Kern 
weder Nullbsungen crater nocb zwoitor Art besitzt. Ist dies gezeigt, 
so gibt die GroCe C d 1 


0x 


~ ip a 
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die Losung des Diriclilctsohen Problems, da sie die Laplace nche 
Differentialgleiohung und die Randbedingung 

<l>t x = F;t' 

vermdge der Intogralgleichung (2) erfiillt 

Ks lafit sich aber in der Tat ’/eigen, dull keine Nullbsungon 
vorbandon sind. Ware zimaobst cine solehc center Art vorhanden, 
so erldllte sic die Gleichung 

(3) — I K (j\ a) a*da . * 0. 

d 

Nimmt man mm a) j % als Diehtigkeit der doppcdt bclegtcm 
Linie (£, so ergibt sich als Potential alignment 



« 


and speziell auf der Kurvo (* 

7y ,r = - 7 - j* K (a:, u) f a d a . 

k 

Da mm aus der allgomeinen Theorio des Potentials die Gleichungen 


7f 

— j" K (x,«) 4' «• <1 « = V’ r (- iVi 

folgen, so ergibt <lio Gloiehung (3) langs tier ganzen Kurve K 
(4) ft », 

und da auch dio Gloiehung 

= 0 

gilt, so folgt, dali $ ira ganzon Innom der Kurve (< vcrsehwiiidon 
miiflte. 

Hieraus ergibt sich unmittolbar 


und da die norraalo Ableitung ties 1‘otentiuls einer Dojipollinio 
an dieser selbst stetig ist, wenn sits auf dor einon Seito gogon 
endliche Grenzworte konvergiort, 


dN' 


0 
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Umgibt man nun die Kurve 6 mit einer anderen 6", deren 
Linienelement d V f und deren innere Normale N ff ist, so gilt nach 
dor GauBschen Integral transformation die Gleichung 



wobei rechts iiber die von 6 und S" eingeschlossene Flache zu 
integrieren ist. Das crste Glied auf der linken Seite dieser Glei¬ 
chung hat aber den Wert Null; das zweite kann beliebig klein 
gemacht werden, indem man die Kurve 6" weiter und weiter 
hinjiusruckt, da dann die Groben $ d$/dN ff in bekannter 
Weise unondlich klein werden; somit folgt fur den AuJBenraum 
dor Kurve (£ 

_8S_ 0 

d % — < 6ri — 

und da dio Grobe 55 ini Unendlichen verschwindet, 

0 r = o, 

spezioll auch 

(5) . 0r« = 0. 

Nun gibt die Unstotiglceit des Potentials £5 die Gleichung 

2 *^* = 2 **, 

7t 

also den Gleichungon (4) und (5) zufolgo 

ip x ~ 0 , 

d. h. csine Nullosung erstor Art existiert nicbt. 

Ne.limen wir nun aus § 55 den Satz vorweg, dafi bei stetigen 
Kernen Nullosungen erstor und zweiter Art nur zugleich auf- 
troten, so ist sehon bewiesen, dab ini vorliegenden Falle iiber- 
haupt koino Nullosungon vorbauden sind. 

I)as Dirichletscbe Problem besitzt also eine Losung, und 
dioso ist einzig, da die Different zweier Losungen wieder eine 
Nullosung erga.be. Die erhaltene Losung ersoheint als Potential 
einer doppolt bolegten Kurve, bei der die Dichtigkeit stetig ist 
Aus dieser Kigonscbaft folgen, wio bemerkt, gowisse Eigenschaften 
des Potentials, z. B. die Stetigkeit seiner Ableitungen auBerbalb 
und inncrlialb der Kurve <S, sowie die Gleichungen (l). Setzt 
man ferner voraus, Fx liabe liings der Kurve 6 eine stetige 
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Ableitung, so gilt dasselbe der Integralgleichung (2) zufolge aucb 
von tyx, und hieraus folgt, daC die normal zur Kurve 6 gebildete 
Ableitung des Potentials gegen endliche, auf der Kurve ® stetig 
veranderlicbe Grenzwerte konvergiert, wenn man an die Kurve 
beranriickt. 

§ 55. 

Vereinfachung des in § 53 erhaltenen Kriteriums. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des sclion benutzten Satzes, 
daJB bei stetigen Kernen Nullosungen zweiter Art nur 
existieren, wenn auch solche erster Art vorhanden sind. 

Urn dies einzuseben, gehen wir von der in § 20 aufgestellten 
Ungleicbung 

(1) & ^i 2 1 ^Kfactfdudx 

aus, in der h die Anzabl der zum Eigenwert X ± geborigen, zu- 
einander orthogonalen Losungen der Gleicbung 

(px = K{x , u)cpccda 

bedeutet J 

Man scbliebt aus der Beziebung (1) sofort, daJB bei der An- 
nabme . . 

J J Kfa yfdxdy < 1 

all© Eigenwerte der Kerne Kfay) und K(y,x) groJBer als Eins 
sein miissen; dann existieren also we der Nullosungen erster nocb 
zweiter Art, da bei diesen offenbar in der Bezeichnung des § 20 
der Eigenwert 1 auftritt. Die Gleichungen 

<p x = f x -)- j* K (cc, a) <jp a . d a, 

9b V — A y + j* y) g?i a . d a 

sind also bei beliebiger Wabl der stetigen Funktionen fx und f, y 
stets auflosbar. Speziell kann man solcbe Funktionen lYa?, y) und 
V) bestimmen, dab die Gleicbungen 

(2) r(x, y) = K (x, y) +J K(x, a) r(a, y) d «, 

(3) r x (x,y) = E(x,y) + J K{u,y)r, (x, a) da 
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gelten. Multipliziert man die zweite Gleichung mit j V(y,z)dy, 
indem man links den nack der ersten Gleichung diesem Faktor 
gleichen Ausdruck 

j K (j/, #) -j- j ' K (j/, u) F(a, z) d cc d y 
einsetzt und integriert nach ?/, so ergibt sich 

^r x fay)K(y,j8)dy + ii r x (x, y) K (y, a) r(cc, z) d w d y 


— J r Oa #) K (x, y) d y +* j J I\ (x, a) AT (a, y) r(?/, z) d y d cc , 

und da die Doppelintegrale sich nur durch die Zeichen der 
Integrationsvariablon unterscheidcn, folgt 

| 1 ] (a--, ?/) A' (?/, -) d ?/ ~~ j r Oa »') A' (a 1 , ?/) ^ //• 

I)ie 80 Gleichung kann auf Grand der Gloichungen (2) und (3) 
gesclirieben warden 

r\ (x, g) — K(x, s ) — r(x, g) — K(x, e), 
womit die Idontitiit 

r x (x,2/)= l\x,y) 

erwiesen ist. Jede Losung der Gleichung (7) ist also mit jeder 
der Gleichung (2) identisoh; boido Gleichungen konnen also nur 
eino gomeinsame Losung bcsitzon und haben, wcnn dioso oxistiert, 
koine weiteron Lbsungon. 

Dio Gleichungen (2) und (3) hoiBon die Itesolventen des 
Korns K(x,y)\ ihre gemeinsame Losung F(x,y) der losende 
Kern. Kxistiert er, so folgen die Gleichungen 

(4) fx <px — j” K(x, cc)<p a. da ,, 

(5) cpx — fx-\-^l ’(o', a) fa. <( a 

auseinander, wie man sofort erkonnt, wenn <px aus der zweiten 
Gleiehung in die erste Oder f x aus der ersten Gleichung in die 
zweite einsotzt und die Ilesolventen beriicksichtigt; ebenso folgen 
auch die Gleichungen 

(6) fx — (p x — j* £(oc, x) <p a . d a, 

(7) (px = fx -)- j r(ci,x)fa.da 
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ausoinandor; dio Intogratgleiehungon Ml uiul (0) wordon also 
(lurch dio Formula (5) und (7) aufgohmt, solmld dor ioaendo Kern 
r(x,y) bostimint iat. 

In oinom Koudorfallo int dio Frage nuoh dor Kxwtonz des 
ldsenden Korn roin nl^obrnimhor Natur, dunn niimlioh, wenn 
man als Korn dio (IrbBo 

A‘« (•',;/) 2 <v . ' ■ V 


nimmt und miter ‘P, *l r im tlrundgobioto ntotigo Funktionou des 
Ortos vorstandon werdon. In d iowni Falle folgt mm dor Intogral- 


gleiehuug 

aofort 

(8) 

wobei 



(») 


On <;•«.</« 


gesctzt ist. Substituiort man don Wort (8) in dio Auwlriioke ('.)), 
so orgeben aich dio (Uoichungon 

V 

aus donen die (JrbBou y zu bostimmon aiml. 

Eine Nulliisung orator Art orgibt dio Bodingungon 

Qft —2 f ^i 1 *' ™ d, ft .s 1, 2, ... k. 


<£,.«. V r „a. tin = f«. W„u, d «, 


Vertauscht man dio Holton dor Funktionazoiohon *P und *I f , bo 
erbillt man dio Bedingungon filr eine Nullimung zweiter Art, in- 
dom man im Schoma dor Koeftiziontou dor OriiUon y», <lio Zeilen 
und Spalten vertauscht. Dadureh wird oraichtlioh, dub boi dem 
Kern AT 0 (x, y) dio Ntillbsungon orator und zweitor Art 
stets nur zugloich auftroten, uud zwar gleiohviol linear 
unabhangige, da dor Bang dor maOgebondon Dotorminanto sich 


nicht andert, wenn man Zoilon und Spalten vertauscht. 

Jetzt sei K(x,y) wiedor oin boliobigor Korn und worde an* 
genommen, man konno don Kern A' 0 so wiiblon, daB fiir dio 


Differenz 
die IJngloicbung 
( 10 ) 


V) — -K (j*, y) — A 0 (.r, y) 
j ypdxiiy < 1 
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gilt, also ©in losender Kern J\ (.r, y) existiert, der die Gleichungen 

y) :==: if) Hh f x (&, ^/) <%, 

Pi (.r, y) =r A r x (.*, ?/) +■ |^i («, ?/) A (#, a) da 
erfiillt. Dann nimmt die Gleichung 
(11) (poo = fx 4- j" JfiT(:r, a) <p«. da 

die folgende Form au: 

1,7e 

oder kurz, indem wir die linke Seite Fx nennen, 

Fx — <px — | K x (#, a) <pa.doc. 

Aus dieser Gleichung folgt abor, wenn wir sie als Sonderfall der 
Gleichung (11) oder (6) ansehen, 

<p x — Fx* *f* J (.r, a) F a. da. 

Hotzon wir hior fiir Fx den oxpliziten Wert, so verschwindet die 
(Iriifie K x und es crgibt sich die Gleichung 


W v a.<pa.da — cp x — K x (#, a) cp a . d c 


fx - f j* I\ (#, a) fa . d a 

<px — |A (*,«)#„«. 4a) ? F„a. 4 < 


Damit ist dio gegebeno Integralgloichung (11) auf cine solclie 
zuriiokgcfiihrt, durcn Kern die Gestalt K 0 (r, y ) hat; spezioll also 
folgt, dab Nullbsungen orstor und zwoiter Art bei stetigen 
Kornon nur zugleich auftreton. 

Es bleibt nur noch zu zeigon, daII K 0 so gewiihlt werden 
kann, dab h\ die Ungloichung (10) erfiillt. Um dies zu erreichen, 
toil© man das Grundgobiet in aolche Teilgebiete, dab in jedem 
von ihnen dio Differonz zweier Werte des Kerns absolut unter 
einer vorgosehriebenon positiven Konstanten s bleibt. Im vten 
Teilgebiete liege die Stolle y v ; dann sei W v = 0 in alien Teil- 
gebieten auber dcm vten; in diesem sei l F v = 1 mit Ausnahme 
eiues an die Umgrenzung sich anschliefienden Randgebiets von 
beliebig kleiner Ausdehnung, in dem *P V stetig von 1 zu 0 iiber- 
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geho; allgemoin wmlo &>..r : ~ K(j\ y,) gesetzt. ‘ I>*«»« fnstgeHotzt, 
ist die GrbBo A", im (irundgobiet stetig, mul gilt atilierhalh dor 
Randgobiote die Beziehung 


I. k 


] A', (.r, |/) ■ A' (,<•, //) NJ i; 

’ »' 

da mm die Geaamtautfdcdmung tier Ibuidgtdiudn Indudag klein 
genommen warden kann, ho folgt bei pn,Hsnnder Wahl von i die 
Ungleiehung r s * 

I I. 


§ 5(1 

Die Existenz der Greenschcn Punktkm bel allfemelneren 
Problemen der Wlrmeleifung* 

Die orhaltcnan Henultate gewiihnm wtwitfltehe Krhdehte- 

rungen, wenn man die Mathoden den § 54 unf dinjoiitgoti Eruhleme 
der Wiirmeleitung uhertragan will, litd demon an der Grtmzn den 
Gnmdgebietes War me ausgtwtralilt wird. 

Es sei etwa dan Grumlgebiet eben, and vu werde in ihm 
eine Eunktion den OrteN, die Htationiire Temperatur genueht, 
die die Gloiohung 10 () 


im Innern des leitenden Gebiatau and die Uandhedingung 


(0 


<10 
d N 


h0 


F 


an der Iiandkurve (£ orfiillt; in dieser hedeuto N die imtere 
Normale, h eine positive Koimtanto und F nine stetigo Funktion 
des Ortes auf der Kurve (?. 

Wir versuchen den Ansatz 


<X>Z = I log 1 da, 

J r Ka 

indem wir unter da oin Element dor Kurve t? vorstehen, auf die 
sich auch das unbestimmto Intogralzeichen beziehe. Dio gosuehte 
Funktion erscheint als Potential dor eiufacb im Sinno ties loga- 
rithmischen Potentials mit Masse belegton Linio b. 

Setzen wir dann 

M — ! kf 
dN 
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uiul gobcm (Ion /oichon a imd dom Querstrich dieselben Be- 
doutungen wio in § H ho ergeben dio dort bonutzten Satze iiber 
das Linien potential dio < Hoirhun^on 

(2) M ( % M (l ™ M — x. 

Dabei gilt dio Gleiehung 

M </• a * /(, log * da: 

J <1 Ax * r ra ’ 

ist (loch das Moment dm Integrals dio Komponento der An- 
aiohung des Kletnenten da im Funkte ,r naoli der Riohtung N x . 
Kmnbiniert man diesen Ansdruek mil don Uloidiungon (2), so 
orgil.t, Hid. f d . 1 , 

d/, « 3T tf\r , v log -d«, 

J f/ A ( . 

unci dio Uandbedingung (1) fiihrt zu dc»r Gleiehung 

0 d itxi'.e It r AV j </'«• /!L log * . 

* o iv a r ;ra 

Und umgokohrt; xnt/.t uuut fur <l'.r don voriiUHgosetzten Wert, so 
ergilit nidi 

(it) it tl’.r /•’.< j tin . «•« ^ log ^ ■ h log ^ J • 

Hiermit inf flic* Aufgahe, tl>>v ?<u linden, auf nine Intogral- 

gleicdiung init deni uiiHvmiii« % triHrh<*n Kern 

.. 1 d , 1 , // . 1 

h {i s a) , v log log 

nd.\ x r, n it n 

zurliekgefhlirt; dan Urundgebiet bildoi dio Kurve 0*. Dies© Grofie 
sowie die nymtueinHehe Funktion 

V (A H 1 A ( a\ if M K{ ij , a*} | A"(.r, a) A" (ig a) da 

sind niiitidig wit* log #\ tl odor log ho dall die Theorie des 
| 53 nngtnviiiidt und goHehlosKen worden kann, daU die Integral- 
glair,hung (3) eine ntrtige Lcbttng d f x hemtzt, nobald man weiB, 
dall koine Nullooiiig vorbamlen inf. 

Kino NuliuHtutg ernler Art wiirde nun die Gleiehung 

( 4 ) iier j | K (j\ a) ym.da - 0 

erfttlltm, und fur dio zugtdmrige GrbBe <t> ergiiben sich die Be- 
ziehungon 

(5) jtj» ii t ^ ** -• A<J> 0. 


Jip ih 


h0 — 0. 
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Diese aiud alter nieht miteinander 
die Identitiit 



wivinbar. Ks gilt niimlich 


il H , 0 


tl& 

if X 1 


wenn links iiber die leitemle Haiti* integriert uml unter ^ 
rechtwinklige Koordinaten Yorstundon werden, tmd die y.woito 
Gleiehung (5) orgibt 



lift. <fa* t 


was offonbar, da h posit iv, unmbglieh ini, 

Eino Lbsung dor Gleiehung (4) mil beliebigetn Kern ergiht 

nun, indem man r 

fm - K («, (il 

einsetzt, 


ti' .r I K(.i\ a)iiu j A («, /G r/|l, </fl, 

1st abor die Singularitat de« Kerns h\ win im vorliegenden Kallc, 
so besohaffon, dab die Integratkmen wie bin hmuelilmr uustotigon 
symmetrisehen Kernon vertauscdit werden kdmien uml set/.t man 


K' 2 (.r, /I) J A* ( j\ h ) A {|i 1 1 ! 

so findet man 

iu' — | (i) v/i'ifit. 

Eino NulloKung crater Art des Kerns K(j\hi wiire also aueh 
eine soleho den Korns A # * (j\ ac), uml dinner ini im Grundgebiet 

aus denselben Griinden stetig win die gleirhhfv/eiohnrto Grbbo 
bei brauchbaron unstetigen symmetrisehen Kerneu. Kimono ware 
eine Nullosung zweitor Art deft Kents A (.t\ u I eine wdoho de« 
Kerns JC 2 (x, a). Auf bMeron iat min die Thoorie das § hh 
anzuwendon; er besitzt nur Nulldsungen t wetter Art, wenn solehe 
erstor Art vorhanden shuL Von den Nullmungeti den Kerns A * 
kann man aber m demon des Kerns K durrh lloirarhfcungen 
iibergohen, die solum in § 1*J don Kiiekgang vum iuterierteu zum 
ursprunglichen Kern vermittelten, und bo erseldiebett, dab dor 
Kern It, wenn er koine Nullbsungen orator Art besit/.t, aueh koine 
solchen zweiter Art zulafit Mit dieter KehluBmhe, deren Gang 
wir nur andenten, ware die Kxiatenz der gesuehten Greensehen 
lunktion fur das vorgelegte Problem der Wiinmdeitung orwiesom 
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71k 


Die Kunktion &x ergibt sieh als Potential einer einfach 
bolegton l Aim P mil stetiger Dichtigkeit; hieraus folgt, dafi die 
Griilio <Px im Innern des von dor Kurvo K umsehlgssonen Grund- 
gebietn des ursprungliehen Wiirmeleitungsproblems stetige erste 
und zwoito Ableitungon besitzt, und dall an der Kurve ® die 
nonunion Abloitungen dor Grebe <t>x gegon endliche, auf der 
Kurve »ich atntig iLndernde Grmmvorte konvergioren. Dassolbe 
folgt daher fur die im vierten Absedmitt dureh M (0,1) be- 
’zeiclmete (JruBe, die* dureh ein Randwertproblem von derselben 
Form wie 0x dofmiort werden kann. 

§ 57. 

Das Dirichletsche Problem im Raume. 

Die Aufgabe, eine Funkiitm <l> m hestimmen, die in dem von 
der Flfieho $ umnehlosHeium Deduct die Gloiehung 

J0 0 

erfiiHt, an der Fliiehe aolbst aber gegen gogebene Grenzwerte 

gemail der Gleidmng ^ ^ 

kouvergiort, kann in derselben We iso, wie das bei dem Dirichlet- 
schen Problem in der Flume durehgefiihrt ist, auf eine Integral- 
gleidmng zuritekgefuhrt warden, irnlem man in den Formeln des 
§ 54 libera II big (1 r lllt ) dureh I r itje erset/.t und dureh da ein 
Element dm* Fliiehe A hezeiehnet. lliilt man im ubrigen die 
Bezeidmungen des § 54 aufrecht und nimmt an, die Fliiehe % 
sei uberall ftieitg gekrummt, ho netzt man 



an, wohei wie in alien kommemden unbestiimnien Integralzeicben 
fiber die Fliiehe A ala Grundgehiet zu integrieren ist. Damn 
gel ten die Glddmngon 

0x - <!>,./• — \r 0 a x | fx } 
und man fmdet fur die unheknnnte Funktion 4' die Integral- 

gleiehung r 

t x ■ Fx J K (.r, «) i'tt.tl «, 

wobei gesetzt int 

M A(.r, «) - -j n d S ( r „,) ‘ 
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Mehrltt* * 


S 57. 

Dieso (irbiio winl auf deni ttnmdgehiri umuidlirh, nn daS die 
Methode den $ 54 nirht nirhr «dme wrilerug aitgewiifidt warden 
kann. 

I)icHo Hehwierigktdt ubrrwtitdeti wir, iit« friUter in nhnlidieu 
Fallen, indem wir m iterierten Kmirii nbergidunr 
Soi allgemoin die ttburhung 

(2) (/ x f t j j A t j\ ml i| a , u ?m 

gegeben und wenlo 

K’\ t\ if ) | K i i\ m) Km* ?/)*/«, 

A’* 1 (//) | A 3 1 i, n t A (r<» i|) tim 

genet zt; darf man die Integral imieit tiTtiiiwrlieis, wan \ur in 

dionem Paragraphen uberhiuipt vumtmmdmi wnlleit, in fittdtd nnm 
leicht auch die (Ueiehung 

A* 11 {a ff) I j A* ( x, |J| K{(f n | A*<«, fiI </«#/ |I 

(») v. 

I A ( j\ «) A s (« l 


Subntiluiert man nun in tier U!wining (2) reditu fur q>u 
den Wert, den die Gleiuhung Hcdhnt ergibt, m\ folgt 

<* $ 

(px -t. f\t | | A'f j\ «)/«.</rc j J A^f.r, n)i| «.«/*, 

und hieraus, indem man mmlmmls din Ulwimng {’if Imnul'/t, 

9 * r /**' 1 J A*|,r, mfuilm ) | Af 8 {*t*, ulfm.tim 

f | 

oder kurz 

9* /> I | K*ii\ hi ipu.ttu. 

Wenn alm>, win im Fallw den IverueH f|| gazeigt wertlen kinm, 
die (*rolio A 8 (a;, u) auf deni Cirundgiliiil ilnlig lilidbt, ho ini die 

Integralgloiehimg mil unutetigem Kern nuf mm inlrim mil utetigem 
Kern zuriickgefiihrt. 

11m diesen Ztmammenhang gen&uer */u ftirfnlgcin, imterHuehim 
wir die Beziehuug zwischen dun Nwlltiiiiiigt!ii d«r Kerne K (.r, a) 
und A? (#,«), Hat ersterer eine NulUkung, i« gilt cifftinbnr dan- 
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§ * r, 7. 


solbo von A 8 (,/,«); etwan schwieriger ist die umgekehrte Frage. 
Werde also die Gleiehung 

H ) <p x ~ J «) (pa. da 

vorausgGHetzt, und seion q u Psh ih die droi Werte der dritten 
Kinhoitswumd, spesdcdl ?I = 1. Dann setzo man 

r • r ^ 

■ ~~ (fix | j A u) <p a .dn ■■ f- Q’j, I A a (av, rt)<p a. <lu) 

diese CJrolion kbnnen nicht alle droi identisch verschwinden, da 
Honst daHHolbo vou yx giilte. Man findet mm ohno weiteres 

» | A’ ( A <1 fi :=r. j" A (,r, ji) cpji.d [i 

| (>,.j j K{s,{i) K.rfrul [i 1 (>'i: | | K(.r,ji) h’Hfa^ya.dad (i 


— ( pj • 

{h* 


(>?/ A* 8 (.r, a)cpa.d a, 


odor nuf Grand der Gleiehung (4) 


G>) 


(l.x 


K(j\ l 


Gerade bo wtirda man von einer zum Kern A' 8 (\r, a) gehorigen 
Nulirmung zweiter Art, also einer Lbsung der Gleiehung' 


(p j * j A 8 ( «, ;r ) (p a . d a 

zu einer Gleiehung 

(0) 0,.r ^ Q t , j" K((i,.r)0,(i.d(i 

golangon. 

Die dureligefiihrte Untorsuchung lilBt sich offenbar auf be- 
liobige iterierto Kerne A' w (.r,«) Ubertragen, in denon m eine 
ungerade Zahl ist; aim einer Nullosung ernes solohen kann man 
stets eine Nullosung dos urspriingliehen Kernes herstellon. Bei 
synnnetrischon Kerium erluilt man hieraus das Iiosultat, dab ans 
einer Kigonfunktion nines iterierten Kernes stets eine 
seiche des urspriingliehen abgeleitet werden kann. 

Fiir die gogonwartige Untersuchung bemerken wir nur, dafl 
nach § 55 der Kern A' s Nullosungen erstor und zweiter Art stets 
nur zugleich besitzt; die Existenz solcher ist also iiberhaupt aus- 
geschlossen, wenn entweder die Gleiehung (5) oder die Glei- 
chung (6) als unmtiglieh nachgewiosen wird. Das wird uns beim 

Kr*««#p, fnttftfraliftolahungen. 8. Aufl, X7 
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$ R 

riiuinliehen Diriehlctselion Fruldem hottvli* tier < tloiehuug (6) 
in dor Weise golingein duU wir zeigeu: nw kann wrder fiir kom- 
plexe Werto von (# r erf ii lit worden imrli fur don \\ ert p, - \ t 
Dios vorauBgonet/.F kiinti imrli $ U'A dir <tlidrlmitg 

( 7 ) q o* j\r I | A : i n^iq n.’tn 

bei boliebiger Wahl dor atetigen Funk I nm / uiifgidnst werdwu 
Um aber m tier urapniugliehtm < Jlrnduuig 

q j * * / .r } J A i r< ft N| n , #/« 

zuriiekEukommen, nmelien wir \mi don in $ fu eiugofiibrten 
lbsendon Kern dor Uleiehung i 1 i Urhmm !i* dvr exPlori, da 
koine Nullimnngen vorlmmlen Mini. Sri Pi/,#m dieher hmendft 
Kern, bo dali die tilimdiungen 

K*(.t\ tf ) | I Pm«» ij\ A>j i% ft l >i ft l" i t , v I 

(H) ’ 

t , A 3 f J\ tf) | I ‘ :s | #, n f A I « t »/ id i* I s i t , ?| | 

gelten. J 

Man hotzo nun 

5lr(^ f/l A {»#, l/f * K*U\ Ifi « A * < , f| f> 

l\x t if\ SI\j\ in j | f 45 !**, vi\ «m/ f/* 

dann gilt zunadmt die Identikit 

ii I ur\ if ! I J! f l| i A«/, n, | d u 

(<)) * { 

hit, if | J h n i H x If i A I 1, r< 1 1I f#, 

♦ 

odor aucli, iudoni wir nttl dna let/, to Integral die l>m der tilei* 
cliung (d) benutzton Minforinuifgen unworn Ion, 

SI(j\ tf) ’ l Si f« t t/i Ad i x u) ti h 

(10) { 

™ A. (a*, if 1 — | A* a t «t A’ 1 H y if \ti «, 

Jotzt bilden wir den Ausdntek 

X = P($, 1 /) — j / f (« f 1 / )Kix f a\ti « 

= <Si(or, 1 /) | Sl(^ tndm 

- «)da - J j’iijw, /J, f *■> t>v , A‘ ( .i, 
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§ 57. 

ziohen wir das orste und dritte Glied gemafi der Formel (10) zu- 
sammen, so orgibt sich 

X = A (,r, y) - |* A a) AT (a, y)doc 

I- | /<) r»(/i, y)d(i 

“ j ( ^ («) /G l (/*, y)K(u\ a) d a d /3, 

oder, indem wir die Integra,tionen im lotzten Gliede vertauschen 

und dor Formed (9) gomilB 

ii(.r, (i) J il(«, f)) A'(.r, a)da ™ A'(.r, (j) — j K(x, a) JO(a, /j)d« 

sateen, 

A' :“ A’( x, y) I j I f (/l, : v)d/I | A'(.r, /I) | A(,r, «) A'»(a, (i)d «j 

j A'(a*, «) A' 3 («,)/)(/« 

: -I- A' (.r, i/| I | A' (.r, a) d « | / ’»(«, 1 /) — A'* («,?/) 

- j J/)A’»(«, 

Im letefcen dor erhaltenen (ilieder verschwindet aber der Inte¬ 
grand dor (Ueiohung (H) zufolgo; nomit ergibt sicli 

(11) X A’( x, I )) l'(x,y) j /’(«, y) K(x, a)da. 

Auf Grand dieses Resultats kann die urspriingliche Integral- 
gloiohung 

( 12 ) y.r fx | | K(x, a)<pa.<l<x 

loieht aufgeliist werden; sotzt man niimlieh 

(l.'t) tf>x - fx 1 j l\x, n)f«.dcc, 

so findot man 

epet^ feefp.d(i, 

| j jr(cc,p)K(x,*)fp.d(idee, 


17* 
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Si<*Wnit‘r Ahsi built 


$ « r »K* 

odor, indom man dio Intogrationi'ii vcrtauHcht und din (Hoirhutig 
(11) odor . 

/'(«, ji) K(.i\ (t)(ltt ~ /’(.*, ft I- Iu.i\fh 

berucksiehtigt, 

j K(,r, u)<pu .da | /vi.r, «.)f u.tln 

I J /*/M Ft t /D /u t % ih\dfi 

tp j fx, 

womit die Gleiehung (12) emeson ist. Diene < Ueiehung hat aka 
die Lusting (18). 

§ fiH. 

Das rSumliche Dirichletsche Problem; speztelle Dwrehfiihrung* 

Um die allgemeinon Btitraeliitmgeb den vengoti Pamgraphon 
anwonden zu kbnium, mull gezeigt warden, dull die dmvhgefuhrten 
Integrationen zu boHtimmten Werten fithren und in der Weise, 
wie es gesehehen ist, vortauKcht warden diirfen. I Hen gidingt 
mitt els dor Kutwieklungon den § 44, Hobald wir nm iiber die 
Unstetigkeit von A' a (.r, //} und K 5 { j\ //) klnr gewordcm thud. Fitr 
diese Grofien ist die geHchloHseno Kliirhe A dun Gnmdgehiet, die 
das fitr dio Dirichletsche Aufgabo vorgelegte riiumliehe Gebiet $ 
umschlieCi 

Aus der im vorigen Paragraphen gogebenen Form dor Gmfk 
K(a,fi) sieht man zuniiohst, dull diomdlm umttetig wird wie 
coh wjrlfi , wonn w den Winkol zwigelum den Hichtungeu N oder 
N und f Ui i bedoutet. Da wir nun die Fliieho A Btatig gekriunml 
voraussetzen, so niihert sick dcir Bruch coh w r Hfi tuner endUehen 
Greuze, wenn die Stellen m mid ji zuBammemnieken. Die GrbBu 
!£(<%, (i) wird also unstatig wie l f r„ fh uud man kauu fiir ein die 
Stoll© p umfassendes Gebiat ii, das ftmreiehotid klain ist, 

A’(«, (i) — A j M 

* H/l 

setzen, wobei A gegonuber dor Stella « cine Konstante bmlautet, 
derail absolute! Betrag miter einer von /I unahhiingigen Greuze 
bleibt, uud M im Gebiet U nine stetiga Funktion der Ktollo m ist 
^Mau uehme mm dag Gebiet U so klein, dull m aich auf eine 
gewisse Ebene eindeutig in das scldiehto Gebiat II projiziert. 
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5H. 


Be/eidmot xnuu in diosoni (lurch t u $ uud da die Projektionen 
des Abstauden r (tf{ und des Elomentes da, so bleiben die Ver- 
luiltniHse r n( t r afh daUla und dm;da zwischen positiven endlichen 
(Irenzcm. Damns folgt, dafi man setzon kann 


(I) \ K(a, li)fct.</K • j M ° da 

• ! J r up 

U 1( 

wuhoi d/<> im Gebiet U end tick und atetig iat, wenn foe im Gebiet 
It nine stotigo Funktion des Ortea bedoutet. Da mm das Integral 

f d « 

r up' 


orstrockt itbor oin innerhalb fester Hchranken liogendes Gebiet, 
absolut untor einer von ji unabhangigen ondlichon Gronzo liegt, 
ao iat die Urbtie (I) endlioh und iindert aicb atetig mit /I, wenn 
diowi Htollo innerhalb des GohiotetJ H bleibt. 

Bildot man ferner das Integral 


A'(«, y) A"(y, /i)rty, 


in dom die Stollen « und ji zuniichst dem Gebiet 11 angehdren 
mogen, ho aieht. man huh den durehgefiihrton Betrachtungen, dafi 
man das Integral in dor Form 

CMUty 

J r i; . 

11 

Hchroibon kann, woboi die liborstriehenen GrdCon die Projektionen 
dor nioht iiboratriohonon sind, und M x dieselben Stetigkeits- 
oigonHcliafton win d/ # lumitzt. Das lotzte Integral iat aber abaolut 
kloinor h!h das mit oiner gowmson positiven Konatanten multi? 
plizierto Integral r ,/ 

J r„ ; , ' 

II 

(lesson Wort wir untomiohen wollon. 

Zu dieKom Zweek nehmon wir an, das Gebiet it sei die Flache 
einer Ellipse mit don Brennpunkten a, ]?; die rechtwinkligen 
Koordinaten <1oh I’unktes y in bezug auf die Hauptachsen dieser 
Ellipse Heien § und t], und die Gleichung der Ellipse, die der 
bezoiohnoton konfokal ist und diirch den Punkt y gebt, sei 

I 2 , n* i 










2(32 




$ , r »H, 


Setzt man f enter 

ft a rr e\ £ W/COh/Z, 

so ist c konstant und man findei 

r,*., r— (a cos 0 cF j she’// 

* (e ooh // | aYK r„ .r f i 


fj hrn\ fi, 


{ i* rus <| 'M , 
ti' J i‘ i‘uh y ft. 


<Iy 


,,( f’ ''* <//*</« 

dy 

fa .. r.| ♦ 


O' 


C ' eos v /I 


dhdn. 


r (/ hd f| 


Hat nun die das Uebiot U mnsehliebende Ellijise die Hnlh- 
achsen « 0 uml A h ho folgt 




(/ </! 


rfft 

V //J ! c * ! 


2 jlogf * log (A, I 1 /#„ j i‘-T 


I)iose Grbbe wird, da r ttf i 2t\ unendlirh win 2 but oder 
wio — 2jtlogr a/ j, wonn die Sttdlen « tmd |l zuHammenniekme 
Dasselbo gilt daher von den Integralim 

f fy . A'(a, y) A { y, /I) </ }\ A a («, /J) : | A i y > A (/f J i/ j\ 

£ £ 
wenn fy eine beliebige stetigo Fnnktion den Ortos im Uebiet A 
bodedtet. 

In Integralen wie 

j/cc. A” a (/ii,a)rf u, J /a. K*(a,(t)<ln | fa,tin | K{a y y) K{)\ (i\dy 

kann nun nach § 44, in wolehem die Symmetric der Kerne nieht 
benutzt wircl, die Reihenfolge der lutegmtionen nneh a tmd y 
umgokebrt werden. Allerdings Hind die dortigim (irubtm (7 j nieht 
mebr stetig, wold aber bo integrierbar, dab die mil timen an- 
gesetzte Bezielmng (10) den § 44 und daunt die gauze Sehlttb- 
reihe bei Restand bleibt. 

Man iibersieht ferner leicht, dab dan init tuner stetigon Funk- 
tion f gebildete Integral 

jlogr u y ‘ d r *Jltt,fi) 
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iihor «in boliobiges Uobiet It crstreckt cmllich bleibt, aucli wenn 
dii“ Stf'ilen a und /i znKjmiincnfMan bnvuclit es nur in dio 

Form , ^ 

.1 rpy 

11 

zu bringon, woboi dio (irbBo. M ollonbar itu Integratioiisgobiet 
Ht<‘tig ist, und ini (inbiete U Polnrkoordinaten mit /i als Zentnim 
oiiizufiilmm; dann folgt, dan Boluiuptote aus dor Tatsaohe, daB 

I log udu 


ondlic.h int, aucli vrmui man an dio (Irenze it 0 lieranintogriert. 
IlicraiiH folgt waiter, dab das Integral 

-7 | K («, y) A'-’fo', fiuly 

it 


im Grundgebiei a endlieh und ntetig int; sain Integrand kann als 
GrblJe F( 0, 1) im Sinno dm § 44 hetrachtet warden, in der es 
nielii wesentlirh int, daB die beidon stollenweiso singularcn Fak- 
toren K{ 0, I) and A'(l, 2) aun dcrselben Funktion K entspringen, 
mmdorn nur, daB beide in der erforderliehen Weise intogriert 
und ahgoHchiUzt. werden kimnem Die Siltzo des § 44 zeigen so- 
mit, dalJ im Integral 


fa. K n (cc, (i)dtt — fa Ala K(a,y) K % (y, ft)dy 


die Integratiomm vortauHcht werden dtirfen. 

I Hermit Bind diejenigen Teilo des vorigen Paragraphen gerecht- 
fertigt, in demen von der Singularitiit der Grofien A, K\ K* Ge- 
braueh geinaeht und Integrationen unstetigor Integranden ver- 

tauB(dit werden. 


§ nd. 

Nixllbsungen beim riium lichen Dirichletschen Problem. 

Fm die Kette der Schliisse vollstiindig zu machen, die das 
riiumliehe Diriehl etsche Problem erledigen, bleibt nacb §57 noch 
ontweder zu zeigen, dab die Gleicbung 

(px v [ K(r, a)(pa.da 






»*r AUnrluiitt 
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§ Ml, 


weder woim r don Wort Fins hat, nodi wmm o komjdox ist, cine 

Ldsung bosit/.t; odor (Hew* Holmuptungon wind fur dio (Jloiohmig 

m <y ,r — * r 1 Kiti, J )«; n . </« 


zu bowoisen, was nach >5 57 dassolho loistct. In lot zloror I'arm 
ist dor Bawds leiehkm 

Urn ilm durchztifulnvn, gohon wir vim dm* horiuol 


K (j\ a) 

a us und sohlielkm aus ihr 
K («, a) <p u . (I m 


i d 

2 a d A, t 

iyn d 

2 n d S t 



Dioso GroBe ist die im Pvmkto a narh dor Hichtung X wirkondo 
Kompoiumto dor Kraft, die* das KUmumt it « mil dor Manna 
-dot. cpoc/S it, holegt im Punkto a uusitbt. Ilildon wir dahur 
das Fliiehonpotontial ^ i<$mdu 

J 2 n r . t ,' 


indom wir untor a* au(‘h Stollou im Iimoni mlor An Born dm* 
Fliicho ft vorstohon, and ho/.oirhnon durch A wio lusher dio 
imiere, (lurch N* dio iiuliore Normale dieser Flaring su kbnnou 
wir dio UrdIJon 


( 2 ) 


Mi = 


M 




bilden, und ihre Bedeutnng ist folgemle. M t und d/„ Hind die 

Grenzworto, demon dio in dor Kiclituug X wirkondo Kraftkompo- 
nente zustrebt, wonn man nieh dmn auf dor Fliicho A liogenden 
Punkto a von imurn odor auBen atmiihort, otwa auf oiitm* zur 
Fliiche normalon Gcradon, down lUchtung mum oho dio Fliicho A 
erreicht wird, als Uinhtung N nimmt; M ahor ist dio uadi dm* 
Itichtung N x genommone Komponunte dor Anziohung, wmm dor 
Punkt x in der anziehemden Fliicho A nedhsi liegh Dio Theorie 
des Flachenpotcntials gibt, da ■ <$»«.(2 tt) 1 dio Diehtigkoit ist, 
dio Gleichungen 


Mi M F Ma M W l\ 

oder 

tot ~ M (t = 2 <p x, d/» f to t% ■ 2 M. 
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;n». 


Benutzt man duller die (Ueielumgcn (2), so fiihrt die vorausgesetzte 
Buzichung (1) zu dor Uloichung 


Mi -M« — c(Mi-\- M„) 

odor 

<W ill! _ fill! dll\ 
U ti,\ "A/A" ~ “KdN <IJV')’ 


daboi bedeuten die Brucho mit dem Nenner d N den durch das 
Suffix / bozeielmeten (ironzwort, die Briiohe mit dem Nenner dN f 
den dundi a bozoichnolon, wan wir fiir die folgenden Formeln 
fosthalten. 


Ware nun zuniiehst c 
der Fliiehe W 

(-0 


-1, 

dV 
d N f 


so giibe die Gloiehung (3) auf 
- 0. 


Umgibt man fy mit oilier zwoiten Fliicho ft", die mit jener den 
Baum ^){" einHchlielit, und nernnt man d$" das Fliichenolement, 
X" die naeh dem Innern den Ilaumes ))J" gerichtete Normale der 
Fliiehe ft", ho ergibt die (uiUHniHche Integraltransformation 



* 


I liar vorHohwindet das orate (died der rochten Seite der (Jlei- 
chung (4) zufolgo; das zweite kann, da U und dUjdN " im 
Fnomlliehen auf bekannto Weise verschwinden, absolut beliebig 
Idem gomaeht wordon, indom man die Flache ft" hinreichend 
weit hinauHHrhiebt. Daraua folgt, dafi die GroBen 0 /7 0| usi 
im AufJenraum der Fliiehe ft verschwinden, II also bier oine Ivon- 
Btanto i»t, die den Wert Null hat, woil U im Unendliehen ver- 
sidnvindet. 

Nun ist V als Flaeheupotential an der Flache ft und im 
Inuenraum derselben stetig, mufi also auch in diesem iiberall 
verBchwinden, bo dall nich auch 



ergabe, nothin M a — Mt =* 0 und cpx = 0. Der Fall c — 1 
1st damit erledigt. 
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Sit’lu'Utrr AWhnitt 


Jotzt untorKuehen wir <Iit' (iloichung <:i). worm r kouijdox ist. 
Dunn gilt dassollie von </ «; da ditwe flroBo ahor iiberull nur 
linear vorkommt, so sind die bomitzton <ileiolnmgen dor I’otontial- 
theorio auoli b<‘i koniplexon Wert on dor IHrhtigkoil gultkr. mid das 
Potential sowio jede Kraftkompononto fiillt dahoi kompicv uus. 
Eh K(>ii z. B. r (• | jp,; 

dami zorfilllt die Gloirhnng (d) in die lioidon folgeuden: 


dV 

dV 

1 < IV 

dV 

l h ,/,r 

dir 

dN 1 

dN' 

"|d A 

dN’ ‘ 

1 b dS 

d v 

d\V 

dir 

d)V 

<nr 

dr 
h d s 

dr 

dN 1 

1 ,/A" 

a d X 

d A" 

d s 


Multipliziert man ilioso Gloirhungen nut II’ tind 1‘ odor mit 
V und W, addiort Hie und integriert iilier dan (Iruudgeliiot, so 
veroinfaelit sic.h dan erhaltone liomdtut duirh dio Gleielnuigen 

KC - \v"Z 

doren erato uunnttolbar aus <U*r ( tnulkehen liifegraltnumfWnmtion 

fur den von dor Kiiiehe ft unmehloHHeuen Innenraum 'K foigt,' die 
zwoite aus dersolben Transformation fiir den AuUenraum der 
Flilehe ft und den UiunidliehkeiiKeigenHehaften der gewbhnliehen 
Potenti&lo. Mittels diesor Gleiehuugen tindet man durrh die 
angegebenen Operationen folgende (Ileiohnngen: 

, („rdW , , r 9 „r/w , , , i\. r/r , . «/r , 


dW 

W dN d « 


•h w ( ! !!,</« 

d A 


, *.• </r 


vvofiir wir knrz Hehroilien 

.... i , 


l>T 

dV\ 
d N ') 1 


w { ' nv 

0/ A 


Wenn nun <• komplex, also h von Null vorHoliiodon ist, ergilit. 
sich sofort 

« j -»- K'-(,lv i ,;'v) i »■(:!"'i iv)!''" "• 

Diese Gleichung transdonnieron wir mittols dor Idontitiiten 

frr dV , f , Xl‘(iV\* , / r* I * v a . / c' I' v a I 


Kl d * 
O 


■ '/ <> v \' j 


C) 
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§ 59. 

indein wir durch 3t' den AuBenraum der Flache f$f bezeichnen 
und analoge Gleichungen fiir W aufstellen, indem wir die an die 
Gleichung (5) gekniipften Erwagungen auf die Potentials V und 
TF xibertragen. Die linke Seite der zweiten Gleichung (6) gebt 
dann in eine Summe von Integralen negativer Quadrate iiber und 
die Gleichung zeigt, daU die Ableitungen von V und TF nach 
Vi £ ™ AuJBenraum 9t' wie im Innenraum verschwinden, die 
Potentiale V und TF im ganzen Raume konstant sind, die zu- 
gehorigen Dichtigkeiten also, mit denen die Flache $ belegt ist, 
d. h. der reelle und imaginare Teil der Funktion qpa, verschwinden. 

Damit ist gezeigt, dab keine Losungen der Gleichung (1) bei 
komplexen Werten von c existieren, und die Entwicklungen des 
§ 57 sind so weit erganzt, wie es notig war, um zu zeigen, daJB 
die Dirichletsche Aufgabe durch den dort gegebenen 
Ausdruck wirklich gelost wird. 



A eh tor AbHchnitt. 


Die Kmlholmseheu Ueiheu. 


S <>o. 

Formale AuflSsung von Infegralglelchimgen und 

Integralgleichungssystemen. 

Ersotzt man die Integralgloirhung 

*/\r ' j\t | J K (j\ n) n'm.tiH 

(lurch das System dor linearon (Uoicliuiigou 


ipa L , —“ fa ;) 


u 

\ m l\ («,„ Uy) (tty 

r l 


...a, 




> und lost dieso (lurch Dotorminanton auf, so wird os jdausihol 

daB dio Integralgleichung in folgonder Wtdse dtuvh die Fred 
holmschen Roihtm aufgolbst wird: 


'* J ' : " ( yj j 1 «)/«.<*«, 

"=>-n i -j;-;!: i 

In dieson iat gesetzt 

AK !/) K (,i\ ;/), 

A'(■',//) A(./,«,) 

A (•*,//) ^ ff— jda l U«.,...(l K , l K ( "‘ n • /) A 

A («„,»/) A' («„,«,) 
A — J A„ , («, «)</«. 


A' (.<•, ) 

A'i«„ «„) 

A ( ) 
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S no. 

Offenbar hat man bier mit Determinanten zu tun, deren 
Memento die Form A'(#,«„), K («,„;//), K (« m , «„) haben. Diese 
wollen wir kurz durdi (,r»), (»?/), (»»«) bezoiohnen. Die Deter- 
miuanten haben ferner die Eigonschaft, dab das ersto Argument 
der (iriibon (nji) in ieder Zoilo, das zweito in jodor Spalto dasselbc 
bleibt; sie sind also dureh ibr Diagonalglied vollkommon be- 
Htimmt. Sic mbgon domgemilb (lurch das in eckigo Klammern 
gesdilosseno Diagonalglied dargestollt wordon. Mit diescr Be- 
zeidinungswoiso erhiilt man 

A „ »/) = j ■ • • J <f «i • ■ • d | (a- ?/) (11) (22)... (m w)J. 

Wir wollen nun die (JrdBe A n (x, y) dadurch uniform en, daJ3 
wir die in ihr vorkommendo Determinanto naeh den Gliedern ihrer 
ersten Spnlto ordnon. Dunn linden wir 

I(•*■//)( 11)... (nw)| — (j:;//)|( 11) (22)...(wn)J — (1 //) |(.r 1) (22)... («n)j 

| (2//)l(.rl )(12‘)(H;i)..,(Mn)] — (Sy/)IC«l)(12)(23)(44-)...(ww)JH—- 

Dio Determinanten dor reohten Seite sind liier nacli folgendem 
Gesotz gobildet. Die zweiten Ziffern Kind immer die der Reihe 
1, 2 ... u, die ersten Zeiohen wind ,r, 1, 2 ... n, von denen suk- 
zessive das orsto, zwoite, dritte... weggelassen wird. Dem ent- 
sprieht os vollkommen, dalJ man Determinanten haben will, bei 
denen die Spalten ans den letzten n Spalten der urspriinglichen 
Determinants gobildet sind, wiihrend die Zcilcn diejenigon der 
urspriingliehen sind, naehdem man die erste, zweite, dritte Zcile 
weggelassen hat und so fort. Nun erhiilt man, indem man zwei 
Spalten vertauseht, odor in den Elementen unserer Determinanto 
die an zweiter Stelle stehondon Ziffern vertauseht, die folgenden 
Gleidiungen: 

|(.H)(12)(a8)...(ww)I^=- |(a*2)(ll)(HB)...(un)], 

| (.<• 1) (12) (23) (44)... (»w) | = ((*8) (11) (22) (44)... («■»)], 

|U'1)(12)('2:!)( 44) (fib)... (n ») ] = - |(.r4) (11)(22) (88) (55)...(««) 1 


Komit ergibt sich 

A n (x, y) — 

J ... j' rf«, ... (/«„ ( (xy) | (11) (22)... (»«)J -(12/) [(*1) (22)... (»»)J 
- (2 y) ((,r 2) (11) (88) ... (w n )] - (8 y) I (x 3) (11) (22) (44)... (w»)]>•••. 

Die Integrale dor einzelnen rechts auftretenden Glieder aufier 
dem ersten sind aber idontisch, da ein mehrfaches Integral von 
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$ <10. 

der Bczeichnung dm* IntegrationBvariahlen unahhiingig ixt, Man 
hat z. B., indem num die Bedeufnng der Integnitionsvariahlen 
cc x und « 2 vortauachfc, die Gleiehung 

j ... J da l .</«„( 1 //) |(./* I) |22) ... ( n n 11 

= J * •• j r/«i ... tl «„(-//11(/2)( 11 ID'W} -«. < mt l|, 

Der Wert den ersten diener Integrate, mithin aneh dm* filler 
andorem kann aber offenbar gesehrieben warden: 


j da t K (a v if) j... J <7 « a ... d «„ |(.r ! H‘i’21. , f ini|| 

J A (Wn //) A it } ( j % es i ) d f<|. 

Da feruer offenbar die Gleiehung 
f.,.!</«! ... d« M [(ll)(22) J An ,Dc,, tt x \da { -z A n 


gilt, so findet man die Hekurnioimformel 


(1 ) A n { .r, if ) • A H K{ a tj ) - n | A* ( y) A „ * f .r, «|i/«. 

Operiert man mit den Zeilen, wie bier mit den Spalten geHrhehim 
ist, bo fmdet man nine entepreehende IlekurnioiiHfunnel 

(2) A n fa y ) . -- An A' (j\ y | — h J K < j \«I A » s f«, ;/1«. 

Diese beiden Identitiiten geniigen, urn xu zeigen, dull die 
Integralgleiehung durch den Quotum ton />u*,//1 /i erfiiilt wird, 
sobald nur feststeht, daB die Heihe D{x % y) bezilglich beater 
Argument© im Grundgebiet gleiehinafJig kouvergiert. Unter dinner 
Voraussetzimg findon wir niimlieb, indem wir v«m der Gleiehung (2) 
oder 


(- 1 )* 


f i 


A n fay)_A n K(x,y)( * l) n * * 


tii 


n\ 




« H 1 >" 


I,, 1 («,</) 

(>» It! 


(I « 


auegeben und iibor n mmimieren, <la» folgando KcHiiltat: 

— K (*> V) + IK*, II) ~ h'(x, y)(I) - • 1) j j A'( r i) in «, y t tl « 


oder aucli 


(8) y) r- J). K(,r , t/J | j A'(.f, «) /■>(«,!/)</<■<. 

Ebenso leicht ergibt sich aus dor Formal ( 1 ) dio (iloichung 
(4) J)(x, y) = J). A'(x, y) f- j K(u, y) D{j-,a)tlu. 

Die Formeln (8) und (4) sind also bewiesen, sobald die bozaiehneto 
Eigenschaft der F'redholmachen Reihon feststaht. 
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S uo. 

Ilior miigo noch beilaufig bemerkt werden, daB die Fred¬ 
holm schen Reihen, wenn sio die Integralgleichung mit stiickweise 
stotigem Kern auflbson, auch dasselbe fur Systeme von Integral- 
gleichungon leisten. 

Scion z. H. die Gleicbungen 

! i 

x “ I'l x + J A n (G ct) <Pi a ■ (I oc + f A" ja (x, a) <p a a. d «, 

(ft) " 0 

? 1 

W*% — f% x + J A 21 (tf, a) 06. da + I A" 22 (//:, a) op* a. da 

0 0 

vorgelegt, in clenen liber ein lineares Gebiet integriert wird, 
inncrhalb dessen die Funktionen K fU , (pc, a) beziiglich jedes Argu¬ 
ments stiickweise stetig sind; <p t x xmd <p 2 x scion die Unbekannten. 
I)ann seize man fur die Gebiete 

1. 

2. l<y^2, 

d- 1 <1 a; <: 2, 0<T?/^ 1, 

■l. lsr<2, 1 <[ y < 1 

die. folgonden Defmitionen an, dercn jede sieh auf das gleicb 
numoriorte Gebiet. bezieht: 

1. A ( x, //) A j i if ), 

2. AV, i/) — J\ v ,(x,t /— 1), 

8. K (X, If) := K n {x — 1 , //), 

4 . A'U, y) — A 2 2 (x—l,y—\). 

Ferner gel to das ersto odor zwoite dor (* loichun gssy s tern e 

<Ps- — <fh /> ~ t\ *; A* = A (# — 1 ), <P#= 9>aO — 
jo naohdom jr dor Htreeke von 0 bis 1 odor von 1 bis 2 an- 
gohdrt. Dann kbnnen die Gleicbungen (5) in die eino Gleiehung 

2 

ipx = fx + j 1 \ (r, a) (pa.da 
0 

ubergofiihrt werden, deren Kern auf der Strocke von 0 bis 2 
Htuokweise stetig ist, wenn dasselbe von den GroJJen K ftv auf der 
Strooko von 0 bis 1 gilt. 

Diese Hotrachtuug kanu offenbar leicht verallgemeinert und 
dazu benutzt werden, die Krgebnisse des dritten Abschnitts auf 
Systeme von Integralgleichungen zu iibertragen. 
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$ HI. 

Der Hadamardsche DeterminantaniiatZ' 

7a\ den wiehtigsten Kigensrliaften drr Fredhulntselien Ueihen 
fiihrt folgende algebrninehe Bet meld ung. 

I Inter oiner orthogonalen Substitution \m nf ^ht man bekannt- 
lich oino linoarn Substitution von der Form 

bei weloher die Idontitiit 

!, M 1, n 

\'«l W; 

a «4 * ' —i 1 


besteht. Hat man im bimomleren n 2, ho Irhren die often bar 
zuHammon bontehenden (Heiehungen 


!h ; ■ r, rtm h r.j mu t* % 

//ji i*i mnu > 1 3 i'uHu, 

//? ! •'»' //| S i 

in denon « oin bcliebigcr Winked win knim, drill i-s cine nrtho- 
gonale Substitution giht, boi tier die Koofhzicutou outer lirihe 
Bich zuoinander verbal ten win gegebone (indieii, die iiirlit. alia 
gleich Null Bind. 

Hiotjen Satz kann man leioht (lurch vidKlltiuligo Imliiktion 
auf Substitutionen in beliobig viclcn Ynriiilden ntmdcbiicti. St*i 
uilmlich der Satz fur h ^ 1 Variable brvrU'Muu, so dab in dcu 
zusamraen boatelumden (ileichtingon 

e H 1 i ( n 1 

//.•) ^ yi .»l 

i< >■ .. 

bewirkt werden kann, dab 

a ” ~ «u ~ A/*,, „ , l<„ ,, 


1 III . < I If 


wobei c u c 9 ... £n~~i beliabig gogebane Grdllen hind, 
verschwinden, und X ein von Null vcirtfohiedtsner Projiortionfiliiati 

faktor iet I)ann fiigen wir dan Varinblenjmar tj n hiir/u, 8 
dafi die Gleichung 

° U h Un 

£.’/?■-=S-e. 


V 
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gilt, und bilden weiter die Substitution 

— y t cos a — y„ sin «, 

,r n — //, sin a {- y n cos 

== ?/so ^’a ™ ?/ai ... At —i “ //n -n 

Alsdann habon wir often bar die Gleiclmng 

J, n l, n 1, n 

i* v r 

und besonders die Ikmehimg 


= cos <% Uj „,r,, — .r n sin «. 


Die Koeffmenten dieses Ausdruoks sind 

A o x cos «, A Co eos «, ... A c„ _ i cos «, — sin a, 

und ma.n kann durch passende Wahl dos Winkels a bewirken, clatt 
— sin a = r n A cos a, 

wonn r n eine beliebig vorgosehriobono Grotto bedeutot. Auf diese 
We iso ist ormeht, datt die Koefiizienten in dor ersten Keihe der 
die Variablen ./• und z verknupfendon Substitution den willkur- 
lic.li gegobonen Grotten c n <\ 2 ,.. c M proportional sind. Die Sehlutt- 
reihe versagt nur, wenn n 1 Grotten c verschwindon; claim ist 
aber die gesuchto orthogonale Substitution oinfach cine Permu¬ 
tation der G rotten ,r IM bed den* ,t\ und ,r n sich vortausehen. 

Jeizt soien a’j .c 2 ,, — r n ,,, irnlem man v =■= i, 2 ... n setzfc, 
n Wortsysteme dor Variablen ;r u % ... ,r m unci man wende auf 
diese eine orthogonale Substitution in dor sebon oben gebrauchten 
Form an, indom man setzi * 

i f n 

y, — V «„../> 


Rio jonon v Hpcziollon Wortsystomon ontspreokenden Systeme 
dor (Jrbflen 1/ scion ?/, >h >• ••• y n >» Gann kaun man nach dem 
ohon orhaltonon Rosultat die Koeffizionten a so wahlen, daC die 
(Reich ungon 

i /12 “ Ihn “ ~ i/m — 0 

gotten. Donn das gibt die n — l homogenen Gleichungen 

i t n 

2 «U,*e<» = 0, <S — 2, 3 ... m, 

(i 

K im h e r, XntwrftltflelahunKen. 2. Auft. 


18 
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ui. 

die man immcr (lurch Enhcdcaunto erfulleu kauu, deren Werte 
nicht siimtlich versohwiiukm. Diesen ('nbekannten kimnen dann, 
wie gczeigt, die GrolJen « n , a VI ... m,» proportional gesetzi warden. 

Weiter transformiere man din Variable!! // a , ;/ a ... //„ (lurch 
oine orthogonalo Transformation derart in die neuen Vuriabhm 
r 2 , ff n , clati die Gleiehungen 

*}{» *si ’ "’ ‘ * *«»» 

bestohon, wobei allgonudn * ;ll —dun Wertnystem he¬ 

el oute, das dom System // a jh ,* ... //„entspricht. Die hiorzu 
dienende Substitution kann zugleieh ala tuno Transformation tier 
n Variahlen // h // a ... //„ angesehen warden, indent man die nine 
Gleichung — i/\ hinzufiigt. Dunn kaim attrh dan Variahlen- 
system ^ r a ... als (lurch orihogoimle Transformation atm 
den Variahlen ,r H j\ a ... ./■„ hervorgegangon emeltetnen tmd die 
spezielkm Werte, die den Grolien t „ v entspreehen, hilden ein 
System von folgonder Gestalt: 

j 0 U ... 0 

-a t) ... II 

*si •*m * * * "‘.in 

In diosem enthalten dic^ erste and zweite /ant*' rechtn von der 
Diagonals nur Nulkm. Auf diene Weise gehf matt weiter und 
stellt ein System her, in wedebem die drei ersten Zetlen diewdlte 
Eigenschaft haben, die soabon Rlr die erste und zweite erreieht 
wurde. So fahrt man fort, his man srhlielilicli erreieht hut, dad 
die n *— 1 ersten Zeilen redds von der Diagonal*' nur Mullen 
enthalten. Sind die letzkm Variable!! G ho hat mini dann ein 
GroBensystcm von der Form 


hi 

0 

0 

... 0 


G’i 

0 

... ii 

t'n-l 

, I f n - i 

,’J G l,J 

... ii 

t„l 

G 2 

G, 

... G 


erzielt und der Wert der aus diesein gebitdeten Dotormiuauto 
ist offenbar t n f n ... t nn . 

Nun habon die Deternunanten der nrthogonalen Sulmtitution 
stets den Wert + 1; die Determinant*^ den transfonmorten Grufkn- 
systems ist gleicli der das ursprihiglidmn nmltiptiziert mil dor 

Substitutionsdeterminante, Durans folgt, dad die urHpriinglicho 
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Determinant© clem absoluten Wert© nacb gleich dem Produkt 
der n GroBen t in > ist, da die GroBen t /n , durch orthogonal© Sub¬ 
stitution aus den ursprunglichen GroBen x fn , abgeleitet sind. 

Jotzt werde vorausgesetzt, die GroBen x f , „ seien dem abso¬ 
luten Botrago nach nicht groBer als 1. Die GroBen t seien in 
der Form , iW 

^ l* -— ^ . h V Q J { O 
ti 

angesotzt und es besteht die Gleichung 

1 , n 1, n 

Vff = y.r3. 


Aus dieser I'olgen bekanntlieh unmittelbar die Gleichungssysteme 


i, h 


I, u 


^ ^ u ~ F ’’x* J ^ i» y b i> G () (Jy 


1, n 


1, n 


y b?, v — l, ^ b (t L > b l>L > — 0, p V. 

it U 

Da nun zwisehen boliebigen reellen GroBen e,,? .r,, die allgemeino 
Fngloiehung ^ y ^ t> ^ 

( 2j <’<> jc l >) u2l> <*£. -2 j *rr, 

gilt, ho folgt, indem man <\ t ■--- = setzt, 

1, >t 1, u 



• v l,» 

/ 2 , <c ^ 

1* 

l f J * l*t 

p 

STSS - 

Bei der Annahmo j\, 

1 folgt also 

><• H V«; 


im besonderen ergibt sieh 

^r<l/n. 


Da forner fiir dio Determinant© 



' r n * * 

* a’i n | 

i 

j 

J 'n * • 

* a'a H 

obon die (ileichung 

j .rj| n . . 

• *r n n 


J j t j t f- 22 . 

> • fnn’ 


abgdoitot ist, ho folgt | J , < fn", 

und dio Hadaniardsche Ungleichung ist yollstandig bewiesen. 

18 * 
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Diosc llngleielmng, die zuniichst uur fur den Full reellor 
Elemonto abgeleitot ht., bleibt richtig, wetttt die in oilier 
Spalte stehendon Elomonto Hiimtlich rein imaginin' hind. Iiat 
man dalior eino Determinante atm kumplexen Klementen, die 
siimtlich dem abHoluton Detrage naclt kiciner Kind nl« 1, etwa 
die Determinante der Elomonto - ih,,,., wubei din zwcitcm 
Zeiger in don Hpalten, dio orKton in don Ueilten konutant. bloibon, 
und zerlegt man dio Determinante onthprecheiid don beidcu in 
jodor Spalte stehendon Sutnmandou in Detenmnanteti. doroii 

Spalton entwedor niw (Uiodorn wit* «,,, n., . */„, odor huh 

Gliedorn wie ib tl ,... lioKtohon, mo int die Anzahl dionor 
Bummaiulen *2". Auf jodon einzelnm von ihnon kann die fin* 
roollo Elemonto goltondo Iladamardsehe rngloiobung nngewandt 
wordon. Dio Dotonninmdo dor kont]do\ou Klemente | 
ist also absolut kloinor alH 2" V«", wetm dio abxulutett llotriigo 
der Elemonto kloinor ah 1 Kind. 

Ilioraus sehlielit man sofort, dali dor absolute Wort, oiuor 
Doterminanto mit reel Ion odor kumplexeu Klementen, die Hiimtliob 
dom absoluten Hetrage naclt kloinor ah </ Kind, tint or ib'r Greuze 

>f (2 V» >" 

liogt. 

S <‘>2. 

Die Konvergenz der Fredholmtchen Heihen. 

Das erhaltene Kesultat. wendett wir auf tlio Detormiuantou 
an, die in don Ausdrtieken A„ (.r, ;i\ und vorkomtnon. Dor 
Kern A'(.r, y) soi int (iruntlgobiot ah Eunktion jodor tier Stollon 
x und y sttickwoise Htotig, iibrigoiiH rotdl taler komplex. Datm 
gibt es eino seiche positive Konstante </, dali tlio I'tigleiclmng 

A* (A y) • t/ 

gilt, worm die Stollon x und y das Grnndgebiot tltmdtlaufou, und 
man findet sofort die Ungleich ungen 

: A n (a?, y) • y n >'(2 )h | 1)" 

An • , II" (2 \ nfi", 

in denon e den Wert ties Integrals j tl.r, erstreokt ilbor das Grund- 
gebiet, bedeutet. Die einzelnen (Hioder tier lteiho 1) (/, y) sind 
daher absolut kleiner, als dio entsproohenden tier Itoihe 

I, m 

' I# » 







Dio Frodholmaehon Rdhon. 


277 




Dioso 1st abor konvergent. Denn der Quotient zweier aufeinander- 
folgewlcr (Jlioder ist, wonn man das folgende als Zahler, das 
vorhorgohende als Nonncr nimmt, eiufach 


2// y'» -f- i 



2 (jc 
]/n 



)! 

2 


und da dio (indie 



n 


dcun Gronzwert e tnit waelisenclen Werten von n zustrebt, so ist 
der Wert dieses Quotienten bei hinreichend groiiem Wert von n 
beliebig klein. Ebenso ist mit der Reihe 

1, 00 u 

/,; ,, i i 

n 

die Heiho D zu vergleiohon; sie konvergiert jed entails nicht 
sehleohter als die Reihe /*V Da die Roihe It ferner von den 
Stcdlen ,r, // giinzliolt unabhiingig ist, konvergiert die Reihe D(x, y) 
gloiehmiUJig. Damit sind die notwendigen Grundlagen gegeben, 
um ails der Ilekursicmsfonnel des § (>() die Gleiclumgen 

(l) I)(j\ //)“■/> K(j\ y) [ | AT (a, //) D(j\ a)<!cc, 

(2 ) J)(j\ y) — /> K (,r, y) -j J K(,r, a) J) ( a , //) d a 

ersohliefcSen zu kbnnon, dio somit l’iir beliebige symmetrische odor 
unsymmetriseho Kerne K(,r, y) der oben bezeiohneten Art be- 
wioson sind. 

1st ferner J) von Null verschieden, so liofert die Formel 


4^r >■- fx + y I)(,t\ u)fu.tl K 

ohm Doming dor Gloiolmng 

I P X r— fx 4- j K (A «’) 1 I’M. (I K. 


Kin bemmdei'B wiohtigor Sonderfall ist dor, daC der Kern 
h' ( x,;/) eino gauze rationale Funktion eines Parameters l ist, 
dor aucli komplexo Wcrte annehmen kann. Beschriinkt man diese 
auf ein festes, iibrigens beliebiges Gebiet @, so liegt die Funktion 
K (.<■, if) dom absolute)! Betrage naclv unter einer von A unab- 
biingigen Gronze </, und die Iteihen D und D(x,y ) konvergieren 
gloichmaBig auch in bezug auf A, sind also nach dem Theorem 
von Woiorstrass im Gebiete © regulars analytische Funktionen 
von A. Da nun diese Folgerung fiir ein beliebiges Gebiet © 
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gozogen wordon kann, bo mul dio Brblion I> und />(#,//) ga ivm 
transzondente Funktionon von L 

Enthiilt dio Grotto K{j\y) don Parameter A ais einfarhen 
Faktor und bozeiclmen wir dureh K{j\ y) urn! Du\ y) die GridSen^ 
die bishor und JHAff) A hielien* .so linden wir, dali 

die Funktionalgloio.hu ng 

| A J K(j\ K\ 

dureh oinen l v > notion ten zweier gun/,or Funktionon von A, 
also dureh cine meromorphe Funkfion d iosor G rblie 
geldst wird, womit die Schmidtnehe Fonmd vemllgomeinert wink 
Am oinfachston gestaltet Hirh die Lusung, weiiu wir fj dureh 
K(a y) ersetzen; damn orhiilt man einfaeh die Fred holmsehe 
Rcsolvonte 

( 3 ) fy:r — K(j\ //) | A j A*I n h) v h * r/ 1 * % 

* 

aus der man schlieBt, dali ra dem Imenden Kern /*ir, ;/i gleieli- 
zusctzen ist; dieser hat den Wert 

IHAif) 
liAjn - * 


wio aus dor Gleichung (1) hervorgeht. Dio Keihon I> und Ih * t y | 
haben jotzt entspreehond der geiinderten Be/.rielmung die folgende 

Gestalt 

$ Cg y ) ^ (a ? //) A /I j (./1 if | | . , j /i y I / * y i * • % 


1) = I — l A, 1 


und aus dor Beziehung 


folgt dio Gleiclmng 


jt fi *,zs /l w j { (4) t/ f 


I)(j\ T) tLr rrr 


Hieraus ergibt siuh eino luunerkeitHwerto rung uutor 
Aer Voraussetzuug 

I) ' ** rs t). 

Man entwickele auch Aia (JriiUon /)(./,//) nacli I'otcnztut von A - /., 
und es soi etwa 

D(x,y) = I), (,r, v/) (A-A,) 1 - f (A A, r ■ ' j .... 
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Dami sind I>AAy) nach dor Bildungsweise tier Reihe D(x,y) 
Htetigo Funktionen von r and ?/, deren crste nicht identisch ver- 
Hcliwindot. Dio Grbbe r 

I Ha j')<Ix 

onthalt mindestons die Potouz (A — A,)* als Faktor, und dasselbe gilt 
von dD (ll ; mithin onthiilt I) mindestons die Potenz (A —A^* 1 . 
Dio Stollo ist also sicher oin Pol fur den Bruch l)(x,y);J) 
und die Gloiehung (2) orgiht 

D x (a\ J! ) ^ ^^ p A j D x (rz, y) A (;r, a) d a -|- •••, 

wobei rochtn nur Gliedor woggolassen sind, die eine ganz durch 
A Aj teilbare Funktion von A bilden. Nun ist auch 1) durch 
(l — Aj win gezoigt, toilbar und gibt oinen Quotiontcn, der fur 
A : k x vorseliwindot; mithin orhiilt man die Gleiclmng 

D x (x, y) — Aj D x (a, y) K{x, a)da, 

und da D x (,r, //) nicht identisch verschwindet, kann man y so 
lixieren, dab nine nicht identisch verschwindende Funktion von 
herauskommt. Damit hat man eine Losung der homogenen 

Intogralgleichung 

(4 ) cp.r Aj j K(j\ «) cp a . da 

gewonnen. Fine solche ist vorhanden, wonn I) an irgend einer 
Stello A ~ A t versehwindol 

Kbenso orgibt sich rnittels der Gleiclmng ( i) 

D x (j\ y) — A, D x (j\ a) K(m x y)da 

v 

und eine Liiaung dor Intogralgleichung 

< 5) i /’y = A, j K(k, y) tya.d «; 

dio (Sleichungon (4) und (5) habon nach t? 55 gleicb viel linear 
unabbiingigo Ldsungen, was sich auch aus den Fredholmschen 
Keihen erkonnen lafit. 

Multiplusiert man die Gleiclmng (4) mit D («,«), integriert 
und benutzt die Resolvents (1), so folgt 

j I )(«, x) cpx.dx — Aj | K(x, «) D (w, x) (pa.do,dx 
= y | (p a. d k { D («, «) — DK (m, a )}, 
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odor indcm man norhmals die C*lriehung (4) heuut/.t mid dun 
Zeiehon /' oinfiihrt, 

r/- it ~ (A, A) j /’la, r| if .( .(/./•; 

ebonso ergeben dio (ileiehung (ft) und ('A) 

4'» (A, A) | /'(.»•, ii )<r-' 

Dainit sind (lie KigeiiHcliafton dex lbsendon Kerim erhnlten, die 
wir in bosonde.ren Fallen dew vierten tmd seele-den AliHclmitts 
schon violfaoh benut'/.t luilien. 

Emllioh ergobon die (iloiehuugon (-1), (H in deneti wir jet/.t 
<p t und (/■, filr <p uud 4> schreiben widlen, Uoiubiuiert mit den 
einem andoren Figmiwort entHiireehenden (ileiehtmgen 

( 0 ) . A a | A”(.i, 

(7) A., | A - 


indem maw die (Sloiohung (-1! mit- A a f.j.r, die Uleielumg <71 mit, 
A, cpi.r multiplizieri und naeh / integriert 

(A..j — - A,) | <p,.i'. t/*,j./• .d.r — A,A.j j | A’(./',a)i; 1 «,(,'j./'.i/«(/,r 

A, A a j j A'(«, x)<f , v. i H,tl.i tin ii, 
odor * * . 

f,.i . if'.j .r.i! i U; 


obonao ergobon die (ileichungen ( l>) uud (U) 

I q .j ,r . i/', .r. <1 - <l. 

Damit haban wir den Aimddnli an don Rag riff den biorthogonalan 
Systems arraicht, von dem in dm? 49 uud !>o uutor bemmdorou 
Voraussatzungen die Redo war. 


§ CUi 

Die Fredholmschen Reihen und die symmetriichen Kerne. 

DaC die (Jrbfle J) bai leellen Hymmatrmcdicm Kerueu, aim 
unter der Voraussetzung 

A'(.c,i/) ~~ A' (»/, . 1 ), 

immer min (ley ton k oimnal vorwciiwindot, kann jet/.t auf eine m;u« 
Weiso leicht gezeigt warden. In dor 'l'nt. vermiehen wir don 
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losenden Korn /’(>,*/) nach Potenzon von X zu ©ntwickeln, so 
miiBte die orhaltone Roiho bestiindig konvergieren, wenn der 
Nenner I) nirgends versediwinden sollto. LliBt sich also zeigen, 
daB diese Reilio nicht bestiindig konvergieren kann, so wird 
notwendig mindest-ons eino Wurzel der Gloiohung D — 0 vor- 
handon sein. 

Auh der (ileiehung (8) des § (>2 ergibt sicli nun, wenn wir 

</',r / if) ” K (x, y) -f l K* (tf, y) + X* A*# y) + • • - 

ansetzen, sofort die allgotneine Beziebung 

K n ! (,r, y) = j* K n (a, //) K(x : a) da. 

Die GroBon K n sind also mit den in $ 19 obenso bezeichneten 
identiseh und ch besteht wie dort die Gloiohung 

K m 1 n {,v, if) . j K m {jc, a) K n (?/, a) da. 

Auh dieser folgi uumittelbar mittols der Schwarzschen Un- 
gleiehung, indem man n • m • | 2 und x fur y setzt, 

(1) K Vm x) IC 2i " i *' (,r, x) ■ | /v a »» »%r, ,r)|* S> 0. 

Wenn mm K' Jm (x,x) fur irgend einen Wert von x ver- 
Kehwindet, so wiirde diese Ungleichung sofort dasselbe fiir 
K ' nl 5 - (.r, ,r) und ebonso fiir alio folgenden GrbBen K' lr (,r, x) er- 
gobon. Din GrbBo 

/v tJ {,r, x) ~~ j K ( «, x)~da 

ist abor offenbar positiv; ware K' 2 * (;r, x) die erste GrbBe ilirer 
Art, deren Kxpommt nine Potenz von 2 ist und die verschwindet, 
so ergiibe die Identitiit 

K' Ih (,/\ ,r) ™j A^(.r, «)^/«, 

dab nueh I\*{x y x) versehwitude, was der Definition des Zeigers 
2 s wi dors pried it. Da nun, wenn Uberhaupt cine GroBe K 2n (.r, x) 
den Wert Null hiltte, dasselbe auch von eiuer ebensolchen GroBe 
gelteu miiBte, in der fiir 2 n eino Potenz von 2 gesetzt ist, so 
zeigon die erhaltenen Resultate, daB alle GroBen K %m (x, x) po- 
sitiv sind. 

Jetzt ergibt die erhaltene Ungleichung (1), daB die Reibe 

1, X’ 

11 K-“ ,r) A-"- 1 
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fiir gewisse Wcrte von A divergiert; denn der Quotient eines 
Gliodes durch ein vorhorgehendes ist 

K' 2h * 11 (r, r) , 

Kn ./•) 4 ' 

Nach dor Ungleiohung (1) ist. aber 

K' 2n l ,,•) ^ A'-” ! *(./', ■' I 

K 2n {A ,r) ^ K ,JU 12 {>*\./ f 


arid die Nenner sind, wie gozeigt, von Null vorsehiedeu. Somit 
folgt, daB dor Quotient ( { > n mit n anwiiehst, also lad passender 
Wahl von A immer grdlicr als Kins ist. Die Keihe I! ist also 
divergent; sic ist aber nur als Toil in dor Tny lorsehen Keihc 
r(.r, ,r) onthalton; mithin kann diese nieht besUmdig konver- 
gioren. 

Damit ist gezeigt, daB die GrbBe I) niindeBtenn nine Null- 
stelle als Funktion von A besitzt; jeder st et ige symmetrisehe 
Korn hat also mindeslens eiue nieht ideat-isrh vor~ 
sclnvirulonde Eigenfunktion, 

Sei nun X x irgend ein Fol der mermnorphen Kunktion V\ >\ // }, 
und gelto in der Umgobung der Stelle Aj folgendo Kntwieklung: 


r(x, y) 


Db',y) _ fkb'iin , , fnmn 

I) ' (A — A t } "* } A A* 


flA Aji; 


durch f k scion daboi stetige Funktionen der Argument** /, //, 
durch cine Potonzreihe bezeirhnet. Dana gibt. die (tleiebuug (,'U 
des $ 62: 

;.ii 


//c(*G !!) 
(A — Aj 


in 

A Aj 


= K('i\y) +1 

oder 

fk(A y) + (A — Aj ) f k „ j (j\ if) [ (A AjS^hfA Aj) 

K(,r, ?y)(A — Aj) fe 1 A j I\ in «)/*{«, !/)tiu 

+ (* — 'b) j«) /ir 1 («, ?/) d« t (A ~ A, ) a IA Aj i, 

wobei \\ 2 , \\ B wiodorum Potenzreihen bedmiten. Srtzt man 
hier A = A l? so fiudot man 

U(A!I) - A,|a’( ■>\ «)/'*(«, .n)il it. 


K{.r,a) 


fk ( ft, [I ) 
(A — A, ) fc 




/'i («, .'/I 

A -A, 


i/r< j ( A A,) 
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Difierenziert man dngegrn erst nach A und Rotzt erst in der 
orluilienen (iicirtmiiK l so lindo.t man 

!•■ | A’i ! A, ( K(.r, K )/ k .,<«,»/),/« 




A, A't <,«)/* , (« (/|(/r 


Kmnbiniert man die lieidtm let/,ton Cleiclumgen, indent man die 
erst.- nut A , t ;/i, die zweite mit /i,{.i-, //) multipliziert und die 
IHt'feren/. ladder luldet; intogriert. man Malawi uadi ./■, so orgilit, sich 

| f 

11 , J 11, t <, //)■ <!■<' 

• a, j A‘i/, t, i;/ i/, inf*. /'),(«,//!/(, ,(./■,//)j (/«(/.!■. 

IItor iat daw let/te Integra! hei m miuetriM'hem Kith gleioh Null; 
also miilltr ntii'li /it i, i/i identiseh vorseltwindon entgegen dor 
VnnutHHetzmig. 1 tie /aid k kmm also nicht. griiUor ala Kins sein; 
im Kallt* I’inrH synimetrisohett Korns sind alio Pole ties 
liisr ndett Kern x eiufueli. 

In der Cntgebting ettien Hnlehett Poles sei diose GrbBe in der 
Kuntt 

u> ru,,n "'ll"' - a,, 

entwiektdlmr. Itann iit die tiriille 

., Ih.i, m . /,t /, mi 

/>' 1 A j, 

mi der Stelle A A| iiiflit mehr singular* Ikisrhrllnken wir uns 
mm wif Hvniiniirintiir Kerne, die ktuno itiidoreii als positive 
Eigen wrrto lirhii/tin, uIhu pusitiv definit Kind, ho ist oinor von 
ibnon der klejnhte; er werde diireh A t bemrhnet Dann liegt in 
der Ktioite der kemjdexen <*ru{Je A iinf der Kreinfliiohe mit dein 
ItudiuH /. 4 kion mtderer r«d uln A r Die Taylorache Entwick- 
luug der t indie t\t f{\ konvergiert also noch fiir eirnm Wert 
A A, i t % in wehdiem r eine positive (Srolie bodeiitet. Diene 
Kiitwirkliiiig kuun explicit in folgender Form angegebon warden: 

/ ; t 1 , >i l A ( r, i/I ' V A'" 1 « 1 .r, n ) A" ! f ' x l '’’ •"’ 

Cl I 


A, 


/, l.i. >n 


A.<,i/i , V 


K n ' '(•<•, //) 


/ i (•*•,.'/) 

' A," + > . 


I". 
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Da nun dieso Iieilie konvorgiert, wo.nn man A - A, j r setzt, 

80 folgt IV /' (r u)\ 

Urn I (K“ i 1 (J\ a) — U, I- r)« — 0 

oder 

„ U ™ [ Ay »■ ‘ ( A ‘ ‘ ' ,<H ’’ ’■" ] . < r ’ !l) ) 

also a fortiori 

lim 1 b 1 A'" t ■(.*■,//) /', (.' ,//)! 0, 

n </■ 

/i (■'',//) - lim | Ay 1 1 A’" 1 1 (.r, ;/)|. 

n >m 

Da mm nach dom Obigen /',(.;■,//) nine Eigenfunkthm des Kerim 
ist, so ist wiodorum das Vorfakron dos § lit abgeleitet, eino 
Kigonfunktion durch oinon (Irenzprozod korzustollen, sobald dor 
zugekbrigo Eigenwort gofundon ist. 

Aber auch fiir diosen solkst orgibt wieli atm der erbalteneu 
Formel oin GrenzprozoB, durek den man ilm kerstellon kann. 
Da nhmlie.h die Produkte 

Ay A'' 1 (,e, y ), Ay • '• A'" 1 k (.r, ;/) 

bei wachsenden Werten von >i oinaiuler nakoztt gloiek werd.m, 
so orgibt sick 

A, = lim A. a lim 

Dioso Ausdrucko worden illusorise.lt, wonn der Nouner versebwindet. 
Man vermoidet dies boi dem zweitou naeh den .dten durok- 

gefuhrten Iletrac.ktungon, indom man n gerade nimmt tttid e i/ 

setzt. Ein spezieller, violloicht, zweokmaBigor GrenzprozoB win! 
durch die Formel 

Af • lim 

angegebon. " " l-G '1 

Boiliiufig tindet man auch noch loiekt eine Formel, dundt 

die die Anzahl der zu dem Eigenwort A, gehiirigtm Eigen- 

fuuktionen bestimmt wordon kann. Erinnert man sicb niimliolt 
der Forrrteln 

J X)dr. = „ A' u, ,r) (■ Nd A'« * ‘M',.r|A«, 

und setzt wio frukor 


lhi ' A ”' 1 (./•, ,r) dr. 
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ho findot man die Taylorscho Entwicklung 

( j^ +* /4A+ IJ B X* -|~ •**, 


und der absolut kloinste Pol dieser offenbar mcromorpben Funk- 
tion ist wio.derum A,. 1st nun X — X ^ nine r/-faoho Nullstelle 
dor ganzen Funktion />, bo kann man in folgonder Form ent- 
wiokeln 


+— 4 )- 


(/ log 1) q 

(i x rrm x —; _ 

Vergloicht man die beidon fur die linke Seite dieser Gleichung 
erhaltenen Ileihon, so findot man durch die bei den Entwick- 
lungon (2) und (d) gozogencn Schliisse 

q -r *; lim (7/ ?l A* 1 ). 


Die roeht.e Seite dieser Gleichung ist, weim man n gerade 
nimmt, die Grotto V des § ltf. Ferner ist die Grofie l\x, y) bei 
jedem von alien X n versehiedenen Wort© von X als Losung einer 
nieht homogonen hitogralgloichung nach § 2d eindoutig bestimmt, 
also mit der dort obonso bezoielmoton Grdtte identiseh. Daraus 
folgt, datt aueh die G rotten I) hier und in $ 2d dioselben sind. 
Dort trat in dem Produld 

dor A, onthaltendo Faktor so oft auf, wio die Anzahl der linear 
miabhiingigim Eigonfunktionen betriigt, die zum Eigeuwert A x ge- 
hbron. Diese Anzahl ist also, weim nur positive Eigonwerte vor- 
handou siml, gloicli der Vielfacbheit der Nullstelle A = A x in der 
Fredholm Bohon Iteihc IK 
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Die Abgeschlossonhoitsformel nach Stok lof f, Sur cert nines ega litas 
-goneralos. Mom. do Paendomic do St. Pdtarsbourg, danse phys.-muth. (H) 
15, 1904, sowio nach dor zu § 27 ungofuhrtan Arbeit. 

§ 31. Duhamol, M6m. sur lea vibrations d’utrn corde llexible, dm r gee 
d’un ou de plusieurs cursours. Journal do PEede puiyiedmitpjo (1) eah. 29. 
Paris 1843. 

Lord Rayleigh, Theory of sound f, Nr. 135, lHIM. 

K.W. Wagner, Floktronmgnetimdie Ausgleicdmvorgaitge in Freiloitungcn 
und Kabeln. Leipzig 1908. Das Work onthiilt selmne Rnndwertaufgaben 
vom Sturm-Liouvilloschen Typus, die auf belnsfote Orthogonalitiit uud 
belasteto Integralgloichungen fuhrtm. 

Toiehmann, Mechamscha Problems die auf hehiHtoia Integralgldehungon 
ffihren. Dissertation, Breslau 1919. Behandelt wird die Suite mit zwai auf- 
gesetzten Masson, und das an olner Achse mit einem Fnde bdestigte und urn 
sie rotierende Soil, in das ein Knoten gesddngen int. Bei dor croton Auf* 
gabe warden Kern und Eigen funktionen trigommietriwuh aungedriickt; bei 
der zweiten durch die hyporgeometrischen Reilton F (e, ft 4 F (1 -ft 
l-«, 3/2, 4 F («, ft 1, 1-4 

Knoser, Dio zu § 24 angefiihrie Arbeit, 

§32. Darstellungen willkihdichor Funktionen durch Bess el ache bei 
Sternberg (§ 80), Laudien (§47), JaroHchok (§47) und K lumcr (§ 30, 45). 

§§ 38, 84. Entsprechende Untersudiungan fiber Jluiobindm Polynome 


gibt Koschmieder, Untersuchungon fiber Jacobiwche Polynome, Hu- 
bilitationsschrift, Breslau 1919. Math. Zdtschrift K 1920. Bei ungerndem n 
sind die Polynome T n Eigenfunkticmon de» Kerns 


K (*, 5) ~ f ,H , >t: . - « 

0 

Fur « = 1/8, jpw «= p (u 10, — 1), n ungerade sind T n (p'u) die Eigen* 
funktionen des Kerns 

K (w, v) = 9 (£ u — /y), u < v 


auf dem Grundgebiet m/8 • • • 4 m/3 mit den Eigenwerton n (u — (1/3)). 
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NVonn u 1/4, x = |^2 bti u . dn //, k = |/l/2 gesetzt wird, sind T n (x) 
dio. Kignnfunktionon des Korns 

W(itjV) = 2 ( K(u) — u) 3 n < r; 

H{u) ist im Hinno der Jaeobisehon Bezeiolmung das Integral zweitor 
Gaitung nls Funktion dos Integrals arstor Gabtung; das Grundgobiet ist die 
Streoke 0 * • * K. 

Dio Ausdrticko V M , in denon x elliptischen Funktionen gloichgesetzt 
Hind, konmm als Fortbildung dor Kugolfunktion 1\ (cos 0) gelten. 

li. Neumann, Dio Fntwicklung willkurlichcr Funktionen nacb den 
Hormitosnhon urn! Daguerrosohen Orthogonalfunktionen auf Grand der 
Thoorio dor Intogralgloiehungen. Dissertation, Breslau 1912. Dio Arbeit 
behandelt den Fall imcmdlieh ausgedebnter Grundgebieto, fur den die An- 
womlnng der allgomeinen Steo besondors gerechtfertigt wird. Deiiniert man 
die Hormitesehon Polynome durch die Gleichung 


kci sind die Grdflen 


h .r -f h h 



<r' i k u '% 2p n w 


iuif dor Strocke von oo bis -f oo die Eigen funktionen cities symmotrischen 
Korns mit unstctigor Ableitung 

a* y 

IC (.r, !l) ■ ^ I V0 j" ““ da j" r ptt dp, x < y 

und oh gilt die Gloiehung 

4* tfl 

</>„ - (-» ! 2) | K (a*, «) <r„ « ■<>!«. 


f/i 


Fine Funktion fx ist auf der ganzon Strecko von —oo bis -(-oo nacb don 
Funktionen <p n x entwickelbar, wetm eie ebenao wie ihre orsten beiden Ab- 
leitungon an einar ondlichen Anzahl von Btellen unstetig wird, and im Un~ 
emlliehon mindcstens wio ;r~“ 45 versobwindet, wobei e positiv und bo- 

liobig klein ini 

Ahnlieho Siitzo gelten fur die Laguorrosehen Polynome, die ala Nenner 
der Naherungnbrueho hoi dor Entwicklung dor Beihe 

1 _ 1 + 21 _« ! U... 

x .r‘ J ' x n x* ' 


in oinen Kettenbruoh definiert werden kfmnon. Das Grundgebiet ist die 
Strecko von — on bis 0. 


Ffinlter Abschnitt. 

Strange und oinfacho Beweiso der vielfach gebrauobten Satze der 
Potentialthoorio linden sieh boi Schmidt, Bemerkung zur Potentialtheorio. 
Math. AbhiuuUungen, II. A. Schwarz gewidmet. Berlin 1914. 

:iH bis 40, 411 Dio Hochuungon sind Prufungsarbeiten von K. Berg- 
i,i an n und V. Well man n ontnommon. Breslau 1910. 

K ui'< cr, IAufl. 19 
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IMemolj, Dio linearen Hundwertunfgnben dor Pofmtialthrorie. Mnnutsheftu 
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Sechster Abschnltl. 

Betreffs dm* funkUummtluMjretiHehmi Mrihodr; 
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Four ierscho und vorwandto Reihou henulzt. 

§§ 47, 48. Dnhnmei, Mom. Htir lo raleul, drs arfioUH utobVuluitvM 
develop pees par Ioh eliangomentH do temperature dans lr« corps solides. Mnm. 
pros. par divers savants 5, Paris 1H3H. Kerond mem. rmr lrn plmnmururH 
thenno-mochuniquo.H. Journal de PKcole polytmdmbfnr rub. 25, 90, 189/. 

F. Neumann, Dio (losetze dor Dopprlhmdumg den Lieht# in kompri- 
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LiouviHo, Hur im probleme thrrmomeennnpm Journal dr math. 2. 

K oh cbm ioder, Anwendung drr Integralglriohungen mif eine thermo 
olastischo Aufgabe. Frolics Journal 14 #, 1919, Dir Kulwioklung willkurlieher 
Funktionen wird fuuktiommtheorottHeh in eiuem Sondrrfullr brgntndef, drr 
siclt auf FourierHohe Reiheu zuruokfuhren liillt. 

Laud ion, Kntwieklung willkurlieher Fuuktiourn imrh Funktionen 
speziollor orthogonalor und biorthogmmler Systeme, Pisiierfathm, Breslau 
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zuruckgehondo amdytisehe Rumlwertaufgabon. Funktionentheoretmehe Me- 
thode dor Konvergenzbewoise naeh dor Dissertation von Freund <*. obm), 
auoli bei der Fntwieklung unstotigor Funktionen. 

Laud ion, Fmtwieklung willkiirliehor Funktionen bid rinrm thermo- 
olastischen Problem. Orelles Journal 148, 1917. 

Jar os oh ok, Kntwicklung willkurlieher Funk! ionrn uneh dm (Hirdrrn 
biorthogonalcn* kunktinuHRyaiorne bei oinigen thornunnrrlmniHrhrn Aufgnbrn. 
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U reenschon Funktionen in Teilbriichc entwickelt, teils durch direkte 
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ritiiten und die zugehorigen Entwicklungen willkurlicher Funktionen. Math. 
Annalon 70, 1915. 

Befsehler, (Thor Integraldarntellungen, woleho aus speziellen Ran cl- 
wortproblemen bei gowohnlichou linearen homogenen Difforentialgleiohungen 
entHpringen. Dissertation, Wurzburg 1914. 
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